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1 Grundlegende Ergebnisse im

Basismodell

Agenda: Entwickelt wird ein Rahmen fiir die relative Wert-
papierbewertung. Wir betrachten arbitragefreie (Modell-) Fi-
nanzmarkte und wickeln insbesondere das Risikoneutralbe-
wertungsprinzip und die beiden Hauptsatze der Wertpapier-

bewertung.

Was soll man sich vorstellen? Wir stellen uns eine Finanzma-
thematikerin vor, die auf rationaler Basis eine ihr vorgelegtes
Finanzprodukt bewerten will. Die Preise anderer Finanzpro-
dukt kann die Finanzmathematikerin beobachten. Mit Blick
auf die anderen Finanzpreise, welcher Preis ist rational fiir

das vorgelegt Finanzprodukt.

Ein Finanzmathematiker ist Spezialist fiir ein Wertpapier. Er
fragt sich, ob der Preises seines Wertpiers mit den Preisen an-
derer Wertpapiere konsistent ist oder ob eine Fehlbewertung

vorliegt ....



1.1 Definitionen

1.1.1 Definition: Das Ein-Perioden-Finanzmarktmodell
(EPFMM) ist durch die folgenden Angaben charakterisiert:

e Es gibt zwei Zeitpunkte T = {0,1}. In ¢ = 0 kauft der
Anleger Wertpapiere bzw. legt Geld am Geldmarkt an
(der Anleger hat Ausgaben). In t = 1 ergeben sich die

Auszahlungen aus den Wertpapieren an den Anleger.

e Essei K € N. Es gibt K Zustiande 2 = {w1, ...,wx }
sowie ein Wahrscheinlichkeitsmafs P auf (2, P(Q2)) mit
pr = Plwp) = PHwi}) > 0 fur £ = 1,..., K. Ein
solches Wahrscheinlichkeitsmaf P auf einem diskreten
Wahrscheinlichkeitsraum ist bekanntlich durch die An-
gabe der Zahldichte p, € (0,1),k =1, ..., K definiert:

P(A)= > p AcCQ

k:wreA

e Anleger haben Zugang zum Geldmarkt. Wenn ein An-
leger in t = 0 eine Geldeinheit (GE) auf das Geldmarkt-

konto einzahlt, dann erhélt er in £ = 1 die Auszahlung

Rf > 0. Mit r =7/ = R — 1 > —1 bezeichnen wir s der ndes 1
bei RF
den Geldmarktzinssatz. Giberflissig
oder sogar
irrefiihrend?!
In (1.1.6) gibt
es den Index 0!

Wir setzen nicht voraus, dass Zinsen nicht-negativ sind.
Wir benotigen lediglich » > —1, denn wir werden re-

gelmalig beim diskontieren durch 1 + r dividieren.



e Anleger konnen in N € N Wertpapiere investieren; die-
se Wertpapiere nennen wir Basiswertpapiere[] Die
Preise der Wertpapiere in ¢t = 0 fassen wir in einem
Vektor Sg = (5§, 52, ..., S¥)T € RY zusammen. Die
Wertpapierpreise in ¢ = 1 sind Zufallsvariablen mit
Realisierungen St(w;) e R,k=1,...,K,i=1,...,N.

e Das folgende Schema zeigt die Zeitschiene des EPFMMs

t = 0: WP werden gekauft & t =1 w e ) wird gezogen
Einzahlung am GM getatigt Auszahlungen finden statt

Vorgegeben werden also die folgenden Werte: 7, S, St(wy)

sowie die Wahrscheinlichkeiten py; diese Werte sind exogen.

1.1.2 Beispiel: Ein sehr kleines EPFMM wird durch die fol-
gende Spezifikation definiert. Es sei r = é = 0.11, Sy = 5,
Si(wr) = %,Sl(wg) = %. P = %,pz = i. Wenn der Anle-
ger 5 GE auf das Geldmarktkonto einzahlt, dann ergibt sich
in ¢ = 1 eine sichere Zahlung von % =5 (1 + %); der Brut-
tozins ist demnach R/ = %. Wenn der Anleger fiir 5 GE
das Wertpapier kauft, dann ergibt sich eine unsichere Aus-
zahlung. Mit Wahrscheinlichkeit p; betragt die Auszahlung
% und mit Wahrscheinlichkeit psy ist die Auszahlung %. Die
erwartete Auszahlung ist E(S;) = 2% 4 132 = 2. In bei-

den Anlagevarianten setzt der Investor 5 GE. Bei der Anlage

!Zusammen mit dem Geldmarkt bilden die Wertpapier die Basisanlagemdglichkei-
ten des Modells.

Auch als
Dezimalzahl
mit Komma ....

Auszahlung
oder besser
Zahlung an ....



50
5
Wenn er das Wertpapier kauft, dann ist Auszahlung eine Lot-

am Geldmarktkonto ergibt sich eine sichere Zahlung von

terie mit Erwartungswert %.

Bei der Anlage am Geldmarkt ist die Rendite %. Bei der

60 45
Anlage in das WP1 ist die Rendite 2% = % = % oder
9

40 _ 45
9 9 — =5 — 1 Dje erwartete Rendite fiir den Geldmarkt

1
g 45 9
ist (natiirlich) s. Fir das WP1 ist die erwartete Rendite

1
g.
31 ,1-1 _ 9 1 _ 38 8 4 1y

13t 15 =36 36 = 3¢ und es ist 55 > 5= = 5. Die Anlage
in das Wertpapier ist zwar riskant hat aber dafiir eine ho-
here erwartete Rendite. Der Anleger wird sozusagen fiir die
Ubernahme des Risikos kompensiert. Man nennt die Diffe-

8 4

. i o« o .o o
renz = — 35 = 3¢ Risikopramie.

1.1.3 Bemerkung: i.) Wir verwenden fiir S}(wy) die fol-
genden Konventionen. Der Subindex ¢ von S}(wy) gibt den
Zeitpunkt an. Der Superindex 7 von S}(wy) gibt die Wert-
papiernummer an. Das Argument wy von Sj(w;) gibt den

Zustand an.

ii.) Eine Zufallsvariable X : €2 — R mit endlicher Menge €2 =
{wi, ..., wx } werden wir mit dem Vektor (X(wy), ..., X(wg))?
identifizieren. Wir werden also wahlweise von der Zufalls-
variable X : Q@ — R, vom Vektor X € R oder vom
Zahlungsprofil X € R”* sprechen. Missverstindnisse kon-
nen bei genauer Betrachtung (beim langsamen lesen) nicht

entstehen.

Wir kénnen je nach Perspektive — Vektoren bzw. Zufallsvaria-



blen — Resultate der Linearen Algebra bzw. der Wahrschein-

lichkeitstheorie verwenden.

iii.) Wir haben die Anlageform mit Auszahlung R/ als Geld-
marktkonto interpretiert; R/ ist dann die Bruttoverzin-
sung (also einschlieflich der Riickzahlung in ¢ = 1 des in
t = 0 eingezahlten Betrags). Alternativ kann man Geld-
marktanteile betrachten, deren Preis im Betrachtungszeit-
punkt auf R(J; = 1 normiert ist, d.h. die im Betrachtungszeit
pari emittiert wurden. Die garantierte Auszahlung in ¢ = 1
15t R{ = R. In diesem Fall ist der Preis bzw. die Auszah-
lung R{ = R in t = 0 bekannt. Geldmarktanteile haben also
einen Preis der sich in Mehrperiodenmodellen dndern kann,
aber diese Anderung ist anders als bei den riskanten Wert-

papieren schon vorab bekannt. noch ausfiihi-

cher ....

Wir haben die Anlageform Geldmarkt aus zwei Griinden ez-
tra modelliert: (1) Diese Anlageform stellt die risikolose ~umeriare ...

Anlageform dar (risikolos ist die Anlageform jedenfalls fiir Ausaabilung i

Geldeinheiten
eine Periode). (2) Diese Anlageform dient typischerweise als
Standard-Numeriare; was das bedeutet werden wir spater

erlautern.

1.1.4 Definition: Eine Handelsposition /Handelsstrategie /Portfol
wird durch einen Vektor h = (hg, by, ..., hy)t € RV re-
prasentiert. Dabei bezeichnet hy den am Geldmarkt inves-
tierten/gelichenen Betrag in Geldeinheiten und h;,i =
1,..., N die Anzahl der Stiicke des Wertpapiers mit der Wert-

papiernummer ¢. Wir werden die fiir uns im folgenden selbst-



verstindliche Angabe € RV *! oft weglassen, d.h. wenn nichts
anderes angeben ist, dann ist ein h ein Vektor des RV*!, der

eine Handelsposition reprasentiert.

Wenn wir Geldmarktanteile betrachten, dann entspricht
ho dem Bestand der Geldmarktanteile, die in der Einheit

Stiicke gemessen werden.

1.1.5 Bemerkung;: i.) Es sei h eine Handelsposition und i €
{1,2,..., N}. Dawir h; € R zulassen, lassen wir insbesondere

auch h; < 0 zu; das sind sogenannte Leerverkaufe.

Dieser Text ist nicht der richtige Ort, um die teilweise kom-
plexen institutionellen Details von Leerverkdufen zu erlau-
tern. Niitzlich ist aber die folgende Skizze: Wenn man Wert-
papiere, die man nicht besitzt, verkaufen will, dann borgt
man sich diese. Die Leihe wird von einem Vermittler orga-
nisiert. Man verkauft dann die geborgten Wertpapiere am
Wertpapiermarkt. Am Ende der Leihfrist kauft man die Wert-
papiere am Wertpapiermarkt und gibt sie zurtick. Der Besit-
zer, dessen Wertpapiere geborgt und verkauft werden, be-
merkt diesen Vorgang nicht. Wahrend der Leihfrist anfallen-
de Dividenden bzw. Coupons muss der Leerverkidufer an den

Inhaber des geliehen Wertpapier zahlen.

ii.) Wir behandeln die Fille hy < 0 (man leiht sich Geld)
und hy > 0 (man verleiht Geld) nicht separat als zwei Félle
mit unterschiedlichen Zinsen, sondern einheitlich hy € R. Die

Verzinsung fiir eine Anlage am Geldmarkt und fiir die Kre-

insb

Quelle zu den

inst Details

Broker

°



ditaufnahme auf dem Geldmarkt sind also gemél Annahme

gleich.

iii.) Die Annahme h; € R;i =1, ..., N bedeutet, dass wir die
beliebige Teilbarkeit der Wertpapiere unterstellen. Fiir die
mathematische Analyse ist diese Annahme wichtig. Insbe-
sondere konnen wir Methoden und Ergebnisse der Linearen

Algebra des R" anwenden.

iv.) Die Wertpapierpreise S; und der Zins r sind exogen.
Das bedeutet insbesondere: Selbst wenn sich Investoren fir preisnehmer

.... Ein Anleger

ein sehr  grofes” h (sehr grofse Nachfrage bzw. Angebot) ent- misste seine

Nachfrage
dosieren ....

scheiden, andern sich die Preise bzw. der Zins nicht.

1.1.6 Definition: Wir definieren die Auszahlungsmatrix
(fiir alle Anlagealternativen und alle Zusténde) des EPFMM

als

(R SHwr) ... SYUw) SV(w) )

RE 8] ST @) ST) | e v LRy,

\B Stwr) .. SV wk) S (wi) )
In einer Spalte

Si(wi)

Si(wr)

stehen also die Auszahlungen einer Anlageform und in einer



Zeile

(R Slwr) . SN

stehen die Auszahlungen der N+1 Anlageformen im Zustand
wy.. Die Auszahlung in ¢t = 1 des Portfolios h definierenP] wir

als
VI = Ah.
Ausgeschrieben haben wir also:

V{‘(wl) = th() + Sll<wl>h1 + ...+ S{V(aq)h]\[
V{I(WQ) = th() + Sll(wg)hl + ...+ SiN(CL}Q)hN

Vi(w) = R+ SHwi)h + ..+ S (wi)hy.

Wir beachten, dass V! je nach Perspektive eine Zufallsva-
riable mit Werten in R bzw. ein Vektor in R* ist. Wenn wir

V1 als Zufallsvariable auffassen, dann schreiben wir

V{l = hoR! + hiS{+ ...+ hNSiN bzw.
Vi) = hoR! + 1y SHw) + ... + hy S ().

anstatt des Matrixprodukts Ah.

Diese Definitionen bedeuten, dass wir lineare Preise unter-

stellen. Es gibt also keine Rabatt fur Menus.

Warum ist das eine Definition und keine Schlussfolgerung? Diskutieren Sie! Den-
ken Sie insbesondere an Meniis in Restaurants.



Ferner definiert (beachte R = 1)

(5}
So

)

V= RIhg+ Sihy + ...+ SYhy = h?

(ho\
h

1

S5
h
/1)
s

S5

:h.SO:SO.h

den Anschaffungswert der Handelsposition h in ¢ =0 ereiterte

Auszahlung-

(also den Wert des Portfolios in ¢t = 0 bzw. die Anschaf- i<

fungskosten des Portfolios in ¢t = 0), wobei wir
f
S() = ! = RO c RN+
So So

Wir werden gelegentlich Réc = 1 angeben, um daran zu erin-

definieren.

nern, dass wir diese Anlageform als Geldmarktkonto und als

Geldmarktanteile interpretieren kénnen.



Manchmal ist die separate Behandlung/Notation des Geld-
marktkontos lastig. Wir verwenden deshalb auch die Notati-

on S0=1und S' =R/ =R

» Was wollen Anleger? Anleger bevorzugen ceteris paribus
einen kleinen Wert V* und ceteris paribus groke Werte fiir
V{‘Z Wir werden uns spater genauer mit Praferenzen zu be-

schaftigen.

1.1.7 Definition: Es sei h eine Handelsstrategie. Dann heifst

Gh _ ‘/'1h . ‘/Oh
= R'ho+ Sthy + ...+ SV hy — hg — hiSy — ... — hySY
=rhy+ (Sll — Sé)hl + ...+ (S{V — Sév)hN

GewinnJ|der Handelsstrategie h; es ist also GM(w) = VP (w)—
Vit w € Q).

Der diskontierter Gewinn der Handelsstrategie h wird
durch

1
Gh,* _ Vvlh,* . ‘/E)h _ E‘/lh . VE)h
1

definiert.

Wenn die Anschaffungskosten Null, dann heifst

Gh:‘/lh,‘/bhzo

3GM ist nicht notwendigerweise nicht negatv! Gewinn-Verlust wire vielleicht die
bessere Bezeichnung.



kostenloser Gewinn und

G —Vh’*—v—lh vh_
=V =% =

kostenloser diskontierter Gewinn.

1.1.8 Bemerkung: Es sei h € RV*! eine Handelsstrategie.
Wenn man VP als Vektor auffasst, dann muss man etwas

aufpassen. Es ist dann streng genommen G® = V! — V' .=
VE — VP, wobei

Vi ist eine reelle Zahl und V* = Ah ein Vektor. Eigentlich
ist V® — V2 (Vektor minus Skalar) nicht definiert. Wir wer-
den in der Tat ofter Anlass haben von einem Vektor v einen

Skalar o« abzuziehen. Wir definieren

v—a:=v— la.

1.2 Arbitrage

1.2.1 Definition: Eine Handelsposition h heifst Arbitra-

gemoglichkeit oder einfach Arbitrage, wenn

i.) V& =0 und



i) 0#£VE>0

gilt. Eine Arbitragemoglichkeit hat also einerseits Anschaf-
fungskosten von Null und hat andererseits eine nicht-negative
vom Nullvektor verschiedene zukiinftige Auszahlung. Zu schon,

um wahr zu sein.

» Wir werden im Folgenden sehr ausfiihrlich und ge-
nau charakterisieren, unter welche Umstinden /Bedingungen
es keine Arbitrage gibt. Wir betrachten zur Einfiihrung

ein einfaches

1.2.2 Beispiel: Es sei wieder r = %, Sy = 5, Si(wy) =
%,Sl((ﬂg) = %. P = %,pz = i. Gibt es in diesem EPFMM
eine Arbitragemoglichkeit?

Wenn h = (hg, hi)" eine Handelsstrategie mit V;* = 0 ist,
dann hg + 5hy = 0. also hyg = —bh. Fiir die Auszahlung gilt

9 9/ \/u 9o+ g
) <_%.5h1+%h1> ) ( o ) .
— 2 5hy + Phy —4
Wenn h; = 0 gilt, dann ist V® = 0. Also keine Arbitra-
gemoglichkeit. Wenn h; > 0 gilt, dann ist V{®(ws) < 0. Al-
so keine Arbitragemoglichkeit. Wenn h; < 0 gilt, dann ist

VE(wy) < 0. Also keine Arbitragemdglichkeit. Es kann also
in diesem EPFMM keine Arbitragemoglichkeiten geben.



1.2.3 Beispiel: Es sei diesmal r = 3, Sy = 5, Si(wi) =
0 S)(ws) = p; =3 py =L Gibt es in diesem EPFMM

eine Arbitragemoglichkeit?

Es sei h = (5, —1)T. Dann ist V* = hg+Sghy =5—5-1= 0.
Fiir die Auszahlung gilt

12 60
ol 5 0
h _ [ 9 79 _
i=Ah= (g @) <_1> B (m)
9 9 9
Also 0 # VI > 0. Wir haben eine Arbitrage gefunden!

Arbitrageidee: In beiden Zustinden hat die Anlage am
Geldmarkt eine mindestens so hohe Rendite, wie das Wert-
papier. Die Rendite am Geldmarkt betragt g in beiden Zu-
standen. Die Wertpapierrendite ist % in wy und —é n wy. Wir
shorten das Wertpapier (also hy < —1) und legen die daraus
erhalten Mittel am Geldmarkt an (also hy < 5); das bedeutet

h=(5-1).

Im vorhergehenden Beispiel war die Geldmarktrendite nur .

9
Im Zustand w; ist die Wertpapierrendite % grofser als diese
Geldmarktrendite und in Zustand w- ist die Wertpapierren-

dite —% kleiner.

1.2.4 Bemerkung: Fir K = N 4+ 1 = 2 ist es sehr einfach,
Arbitragemoglichkeiten — wenn es welche gibt — zu finden.
Wenn die Rendite der riskanten Anlageform in beiden Zu-
stdnden mindestens so hoch wie die der Anlage am Geld-

markt und in einem Zustand hoher, dann kauft man das



riskante Wertpapier auf Kredit. Ist andererseits die Geld-
marktrendite in beiden Zustinden mindestens so hoch wie
die Rendite des riskanten Wertpapiers, dann verkaufen wir
das riskante Wertpapier (leer) und legen den Leerverkaufser-

10s am Geldmarkt an.

1.2.5 Bemerkung: Eine Handelsstrategie h ist genau dann

eine Arbitrage, wenn

ii.) V2> 0 und VP(w) > 0 fiir mindestens ein w € €.

1.2.6 Bemerkung: Fiir h = 0 gilt V® = 0 und V}* = 0.
Deshalb reicht V2 > 0 als Charakterisierung fiir eine Arbi-
trage nicht aus. Andererseits setzen wir bei einer Arbitrage

auch nicht voraus, dass V{*(w) > 0 fiir alle w gilt.

1.2.7 Bemerkung: i.) Gelegentlich findet man die Aussage,
dass eine Arbitrage ein risikoloser Gewinn{ sei. Das ist aber
mindestens missverstandlich. Wenn ein Anleger die Strategie
h = (1,0,...,0)" wihlt und der Zins r > 0 positiv ist, dann
ist der Gewinn V" — V! =1+ r —1 =r > 0 risikolos und

strikt positiv; aber h ist keine Arbitrage!

ii.) Es gibt genau dann eine Arbitrage, wenn es einen kos-

tenlosen nicht negativen von Null verschiedenen risikolosen

4Gemeint ist ein nicht negativer von Null verschiedener Gewinn.



Gewinn gibt, d.h. ein h mit

Vg =0
0£VE=G">0.

Das ist so, da V{* = G unter der Vorsetzungen V" = 0 ist.

1.2.8 Bemerkung: Fiir den diskontierten Gewinn G™* =
Vlh’* — Vb= %Vlh — V& ist die Geldmarktposition hg irre-
levant: Wenn h; und hy zwei Handelspositionen mit h;; =
hy;,i = 1,..., N sind, dann ist GM* = G"*; unabhingig

von den Werten h; o bzw. hy .

1.2.9 Bemerkung: Es gibt einen weiteren Zusammenhang
— aufker dem aus — zwischen Arbitrage und Gewinn,
der durch die folgenden beiden Behauptungen erklart wird.

Relevant ist dabei der diskontierte Gewinn.

Behauptung: Es gibt genau dann eine Arbitrage, wenn es
ein h € RV mit 0 # G™* > 0 gibt; dabei ist G =
%Vlh — V! der diskontierte Gewinn der Handelsposition
h.

Behauptung: Ist h = (hy, ..., hy)! € RY eine Handelsposi-
tion fiir die riskanten Anlageformen mit 0 # G™* > 0. Dann

ist h' = (hg, hi, ..., An), ho = —h @ S eine Arbitrage.



1.2.10 Bemerkung: Wir beobachten

Gh’*ZO
1 h h
= E‘G > Vy
Vh
& L >R
Vo
Vh
& —1h—127“
Vo
LV
- > r.
Vo
ViV

Wenn die Renditen

-~ der Handelsstrategie (die unab-
0

héngig von hg ist) in allen Zustdnden mindestens so hoch
wie die Geldmarktrendite und von Null verschieden ist, dann

gibt es eine Arbitrage.

Wir konnen auch

-

—r >0
Vbh

betrachten. Wenn es eine Strategie mit einer (unter allen
Umstinden) nicht-negativen von Null verschiedenen Uber-

schussrendite gibt, dann gibt es eine Arbitarge

1.2.11 Bemerkung(Geometrische Interpretation von 0 #
G™* > 0): Ein diskontierter Arbitrage-Gewinn liegt also im
ersten Quadranten (ohne den Nullpunkt). Diese Beobachtung

wird sich noch als besonders nuitzlich erweisen

1.2.12 Bemerkung: Wenn h mit V* = 0 eine sogenannte

Baustelle ....



Selbstmord-Handelsstrategie mit 0 # V! < 0 ist, dann
ist —h eine Arbitrage. Ist h eine Arbitrage, dann ist —h eine
Selbstmord-Strategie.

1.2.13 Bemerkung: Bei Arbitragefreiheit gilt: Wenn h €
RY*! eine Handelsposition mit Vi = 0 und V{* # 0 ist,
dann kann V® > 0 nicht gelten. In Beweisen werden wir
das so machen: Wir zeigen (durch Fallunterscheidung) fiir
h € RV mit V" = 0 und V" # 0 gibt es stets ein j mit
VM w;) <0,

Bei Arbitragefreiheit gilt sogar: Wenn h € R¥*! eine Han-
delsposition mit Vi = 0 und V}* # 0 ist, dann gibt es 7, j mit
Vil (wi) > 0,V (w;) < 0. Wiirde Vi*(w;) < 0 fiir alle i # j
und VP (w;) < 0 gelten, dann wire h € R¥*! eine Selbst-

mordstrategie. Dann ist —h eine Arbitragemoglichkeit.
1.2.14 Beispiel: Es sei wieder r = §, Sy = 5, Si(w;) =
%, Si(wq) = %. Py = %,pg = i. Dann gilt Arbitragefreiheit.

Wenn h = (hg, hi)" eine Handelsstrategie mit V! = 0 ist,
dann ist hg+5h; = 0. Also hy = —5 hy. Fiir die Auszahlung

gilt
10
V'lh _ <_9m> hl
9

VP £ 0 impliziert hy # 0. Also gibt es zwei Fille.

i.) Wenn h; > 0 gilt, dann ist V"(wy) < 0. Also keine



Arbitragemdglichkeit.

ii.) Wenn h; < 0 gilt, dann ist V\®(w;) < 0. Also keine
Arbitragemdglichkeit.

Es kann also in diesem EPFMM keine Arbitragemoglichkei-

ten geben.

Wie in der vorherigen Bemerkung angegeben, gibt es im Fall
hy > 0 einerseits einen Zustand mit einer negativen Auszah-
lung; namlich 7 = 2. Es gibt aber auch einen Zustand mit

einer positiven Auszahlung; ndmlich j = 1.

1.2.15 Bemerkung: Arbitragemoglichkeiten sind beliebig
skalierbar: Wenn h eine Arbitragemoglichkeit ist, dann ist
fiir alle @ > 0 auch a h eine Arbitragemoglichkeit.

1.2.16 Satz: h ist genau dann eine Arbitragemoglich-
keit, wenn V" =0, V! > 0 und EF(VH) > 0.

1.2.17 Satz: Wenn es eine Handelsstrategie h € RY*! mit
Vit < 0, V2 > 0gibt, dann gibt es eine Arbitragemdglichkeit.

1.2.18 Bemerkung: Handelsstrategien wie im vorhergehen-
den Satz werden in anderen Quellen ebenfalls Arbitragemog-
lichkeit genannt (so beispielsweise in Duffie |9, Seite 3]). Sol-
che Handelsstrategie sind noch besser als die Arbitragemog-

lichkeiten gemék unserer Definition: Man hat den finanziellen



Vorteil schon in ¢ = 0. Man konnte diesen Vorteil auf dem
Geldmarkt anlegen und hétte dann in jeden Zustand eine

positive Auszahlung; also eine starke Arbitrage.

1.2.19 Definition: Das EPFMM heifst arbitragefrei, wenn
es keine Arbitrage gibt.

1.2.20 Bemerkung: Wir werden im folgenden Arbitrage-
freiheit als eine plausible und verninftige Eigenschaft eines
EPFMM auffassen )

Wenn es eine Arbitrage gabe, dann kénnte ein Anleger seinen
Nutzen — diesen Begriff werden wir formal erst spéter einfiih-
ren — grenzenlos steigern. Ubliche Optimierungsprobleme der

Portfoliotheorie hitten keine Losung (vgl. Duffie [9, S. 5f]).

Wenn es eine Arbitrage giabe, dann wére zudem die Annah-
me exogener Preise sehr fragwiirdig. Anleger hatten schliefs-
lich Interesse an SEHR groken Arbitragepositionen. Es ist
dann plausibel, dass sich Preise so anpassen, dass die Arbi-

tragemoglichkeit verschwindet.

1.2.21 Satz (Law of one price, LOOP): Wenn das EPFMM
arbitragefrei ist, dann gilt das Law of one price (LOOP):

hy _ yrhy hy _ y/hy
Vi=Vii=V =1~

5Sollte Thnen eine Arbitrage bekannt sein, so wiire es sehr wiinschenswert, wenn
Sie mir diese Strategie vertraulich mitteilen wiirden. Email an mj & mathstat.de



In Worten: Wenn zwei Positionen identische Auszahlungspro-
file haben, dann miissen sie bei Arbitragefreiheit auch den

gleichen Preis haben.

1.3 Risikoneutralwahrscheinlichkeiten

» Es ist einfach eine sichere Auszahlung X zu bewerten.

Der faire Preis muss px = % Wenn die Auszahlung riskant

EX)

ist, dann konnten man versucht sein, die Formel px = 7--

zur Bewertung zu verwenden. Die Formel funktioniert sogar,
aber mit einen Twist. Der Twist besteht darin, dass man
nicht die Wahrscheinlichkeiten pq, po, ..., px nimmt, sondern
solche Wahrscheinlichkeiten ¢, go, ..., qx, so dass die Glei-
chung stimmt. Das klingt nach Pippi Langstrumpf: ich mach
mir die Welt; widewide wie sie mir gefallt. In der Tat ist
die Erfindung ein Geniestreich, der eine neue Welt erschafft:
die Q-Welt bzw. die Risikoneutral-Welt. In dieser Welt kann
man, wie wir sehen werden, grokartige Dinge machen. Die

folgenden Definition ist von herausragender Bedeutung.
» Bewertung (das erste mal) ...

» Natiirlich ergibt sich die Frage, ob (unter welchen Bedin-
gungen) es solche magischen Wahrscheinlichkeiten wirklich
gibt. Wir werden sehen, dass des solche WAhrscheinlichkei-
ten genau dann gibt, es keine Arbitragemdglichkeiten gibt.

Es fiigt sich also alles ganz wunderbar.



1.3.1 Definition: Ein Wahrscheinlichkeitsmalfs Q heifst Ri-

sikoneutralwahrscheinlichkeitsmal oder Martingalwahr-

scheinlichkeitsmals, falls
i.) Q(w) > 0 fiir alle w € €.

ii.) Fir allet = 1,..., N gilt

N\ e Silws)

i _mQ( ~1 ) _ 1\WEk
K

— E@ (Si*> — Z kai (Wk)
k=1

Die N Gleichungen kann man mit Matrizen in einer Glei-

chung zusammenfassen:
Sy = (S7)"a.

Dabei ist ¢; = q(w;) = Q(w;) und

S (wr) SN w) S{Vw\
J2li RI RS
Slws) 5 wr) S (w)
st=| ¥ Rf B | € M(K,N,R)
KS%W) SN wr) S (wi) )
RT Rl RS

ist die Matrix der diskontierten Wertpapierauszahlun-

gen (also ohne eine Spalte fiir den Geldmarkt).

Die Menge aller Risikoneutralwahrscheinlichkeitsma-

fse bezeichnen wir mit M.



1.3.2 Bemerkung: i.) Ein Vektor q € R" mit ¢; > 0 fiir
alle © = 1,...., K definiert genau dann eine Risikoneutral-

wahrscheinlichkeitsmaf Q mit Q(w;) = ¢;, wenn
So=(A")"q

gilt. Dabei ist

( | Siln St w) S (@) \

L L —
| St St (wa)  S{V(w)
A = rE RS R € M(K,N +1,R)
\1 Stwr) S wk) SV (wk) )
AL A =7

die Matrix der diskontierten Auszahlungen aller Anlagefor-

men und

(1)

s

s

ii.) Wir erhalten im Gleichungssystem Sy = (A*)'q eine
Gleichung je Anlageform: N fiir die N Basiswertpapiere und
eine fiir den Geldmarkt; also insgesamt N + 1 Gleichungen.
Dabei entspricht die Gleichung fiir den Geldmarkt gerade der
Gleichung, dass sich die Wahrscheinlichkeiten zu Eins addie-
ren. Eine Losung des Gleichungssystem Sy = (A*)! q ist aber
nicht automatisch eine risikoneutrale Zahldichte. Die Losung

muss zudem ¢; > 0 erfiillen!



1.3.3 Beispiel: i.) Es sei wieder r = 5, Sy = 5, Si(wi) =
%O,Sl(wg) = %. Py = %,pg = i. Gibt es Risikoneutralwahr-

scheinlichkeiten?

Wir betrachten das lineare Gleichungssystem Sy = (A*)!q,

000

Dieses lineare Gleichungssystem hat die eindeutige Losung
q1 = %7 G2 = % Wir haben also Risikoneutralwahrscheinlich-

keiten gefunden!

ii.) Es sei jetzt 7 = 3, Sy = 5, Si(w1) = L, 5i(w,) = .
1

pL=%p2=1
Wir betrachten wieder Sy = (A*)Tq; diesmal erhalten wir

das Lineare Gleichungssystem

L) ()-()

Dieses lineare Gleichungssystem hat die eindeutige Losung
¢1 = 1,0 = 0. Diese Werte bilden jedoch keine Risikoneu-
tralwahrscheinlichkeiten, denn ¢o = 0. Es kann keine Risiko-
neutralwahrscheinlichkeiten geben, denn die miissten das obi-
ge lineare Gleichungssystem 16sen. Dieses lineare Gleichungs-
system hat aber nur die eine Losung ¢ = 1,¢, = 0 und die

definieren keine Risikoneutralwahrscheinlichkeiten.



Fiir die Spezifikation i.) gab es keine Arbitragemoglichkeit
aber es gab Risikoneutralwahrscheinlichkeiten. Fiir die Spe-
zifikation ii.) gab es Arbitragemdglichkeiten aber es gab keine
Risikoneutralwahrscheinlichkeiten. Wir werden gleich sehen,

dass das kein Zufalls ist.

1.3.4 Bemerkung: Wenn Q € M ein Risikoneutralwahr-

scheinlichkeitsmals ist, dann gilt fiir alle Basiswertpapiere

Wir erhalten also den aktuellen Preis als Erwartungswert des
diskontierten zukiinftigen Wertes. Es ist sehr wichtig, dass
diese Identitdt mit P (anstatt mit Q) im Allgemeinen nicht
gilt. Im Allgemeinen ist S} # E¥ (S{/Rf). Wiren Anleger ri-
sikoneutral (auf die formale Definition von risikoneutral miis-
sen wir noch warten), dann wiirde S = E (S}/R’) gelten.
Dementsprechend ist die Formulierung populéar, dass in der
Q-Welt Risikoneutralitat gilt. Es gibt aber nur eine Welt; die
P-Welt. Die Q-Welt ist eine genial ausgedachte Welt der Fi-

nanzmathematik.

Das bedeutet also nicht, dass man fiir die Anwendbarkeit der
Formeln/Theorie unterstellen wiirde, dass Anleger tatséch-
lich risikoneutral sind. Wenn man mit gewechselten Wahr-
scheinlichkeiten rechnet, dann kann man so rechnen, als ob
Anleger risikoneutral wiaren. Die transformierten Wahr-
scheinlichkeiten erfassen dabei die Risikoaversion. Im

Fall K kann man folgendes Beobachten. Der Anleger nutzt



rechnet mit pessimistischeren Wahrscheinlichkeiten: Die Wahr-
scheinlichkeit des ungiinstigen Ereignisses wird hoch gesetzt;

das beobachten wir jetzt in einem Beispiel.

1.3.5 Bemerkung: Um die Rolle der Risikoneutralwahr-
scheinlichkeiten zu verstehen, betrachten wir eine Lotterie
mit X' (wi) = 50, X! (ws) = 100 und P({w: }) = p = £, P({ws}) =
l—p = % Wenn man an dieser Lotterie teilnehmen will,
dann muss man einen Preis V' zahlen. Wie kann man den
(hochsten fiir Kunden akzeptablen) Preis der Lotterie cha-
rakterisieren? Eine denkbare Antwort ist EF(X1) = 75. Dies
ist schlieflich die erwartete Auszahlung (der durchschnitt-
liche Gewinn bei oo-vielen unabhéngigen Wiederholungen).
Diese Antwort ist jedoch unbefriedigend. Angenommen wir
betrachten eine zweite Lotterie: X*(wy) = 70, X*(wq) = 80.
Dann ist (ebenfalls) EF(X?) = 75. Die beiden Lotterien hiit-
ten also — wenn man sich am Erwartungswert orientiert — den
gleichen Preis. Diese zweite Lotterie hat aber ein geringe-
res Risiko: Bei der zweiten Lotterie verliert man allenfalls
5 und bei der ersten 25. Angenommen wir betrachten eine
dritte Lotterie: X?(wy) = 75, X3(wq) = 75. Dann ist (eben-
falls) E¥(X?3) = 75. Alle drei Lotterien hitten — wenn man
sich am Erwartungswert orientiert — den gleichen Preis. Es
ist aber unbefriedigend, dass die unterschiedlichen Lotterien,
den gleichen Preis haben sollen, obwohl sie unterschiedlich
riskant sind. Es ist vielmehr plausibel, dass von den zwei

Lotterien mit gleichem Erwartungswert diejenige mit einem



héheren Risikol| einen geringeren Preis hat (unpopulirer ist).

Angenommen wir wiirden beobachten (auf einem gut funk-
tionierenden Markt fiir Lotterien), dass die Lotterie X fiir
V' = 70 gehandelt wird. Diesen Preis kann man als Erwar-
tungswert charakterisieren. Man muss dazu aber die Wahr-

scheinlichkeiten wechseln. Wir beobachten

70 =¢q-50+ (1 —¢q)- 100

R
q=:

Wenn die Wahrscheinlichkeit des ungiinstigen Ereignisses wy
auf den hoheren Wert 2 (anstatt 1) gesetzt wird, dann wird
die Aversion gegen Risiko erfasst und der Preis V' der Lotterie

X1 lasst sich (trotzdem) als Erwartungswert schreiben:

E¥(X") =q - X' w)+(1—q) X'(w)

3 2
= -00+ =100 =70 = V.
D 5

Also: Nach dem Wechsel der Wahrscheinlichkeiten (von
P zu Q) liefert der mit @Q berechnete Erwartungswert

den beobachteten Preis.

Wir konnen so rechnen, als ob Risikoneutralitat gelten wiir-
de, obwohl sie tatsdchlich nicht gilt. Die Wahrscheinlichkeit
des ungiinstigen Ereignisses wird dabei hoch gesetzt. Da-

durch wird die Risikoaversion erfasst.

SWir gehen hier mit dem Begriff Risiko naiv um. Spéter werden wir sehen, dass
nicht jedes Risiko preis-relevant ist. ....



Und bei anderen Lotterien? Ist der Marktpreis fiir die zweite

Lotterie

3. 2
EQ(X?) = =70+ =80 = 747

Das wire sehr bequem, denn dann kénnte man alle Bewer-
tungsaufgaben mit dem Wechsel zu einem Wahrscheinlich-
keitsmafs linear l6sen (der Erwartungswert ist ein linearer

Operator).

Es wird sich in der Tat zeigen, dass man fiir die Wertpapier-
bewertung nur ein fiir alle Bewertungsaufgaben das gleiche
Wahrscheinlichkeitsmafs verwenden kann: und nicht etwa
fiir jedes Wertpapier eine spezifische Anpassung der Wahr-

scheinlichkeiten.

1.3.6 Bemerkung: i.) Die Gleichung S§* = E® (S}*) be-
deutet, dass diskontierte Wertpapierpreise in der Q-Welt
im Durchschnitt iiber die Zustande unveriandert blei-
ben (von t =0 bis t = 1).

ii.) Bs gilt (nur geringfiigig anders formuliert als ini.)) E¢(AS) =
0. Die Aussage EQ(ASY) = 0 bedeutet, dass die erwarteten
Zuwichse EQ(AS*) der diskontierten Wertpapierpreise un-

ter Q Null sind. Die diskontierten Wertpapierpreise bleiben

in der Q-Welt durchschnittlich unverandert.

1.3.7 Bemerkung: Wir notieren — ebenfalls fiir den spéte-



ren Gebrauch — die geometrische Form der obigen Aussage:

K
So =D awSi (wr)

k=1
K . K
S ) ST w) =85> ar=0
k=1 k=1
K .
& ) alSF(wr) = S5 =0
k=1

s q L (AST).

Also: Die Zuwichse AS}* der diskontierten Wertpapierpreise
stehen orthogonal (beziiglich des Standardskalarprodukts)

auf der risikoneutralen Zahldichte q.

1.3.8 Defintion: Es sei h € RY™! eine Handelsstrategie.
Wir definieren die diskontierte Auszahlung der Handelss-

trategie h:

(V) (wr) =

Ausgeschrieben gilt:

Vlh(w/{;) B tho + Sll(wk)hl + S{V<wk)hN
Rf Rf
Si(wr) St (wr)
R/ RS

(V") (wr) =




1.3.9 Bemerkung: Es sei

(1 Sty SE ) st )\

7 i RT
| Sl SY N wa) SN (wo)
Af = R R Rl e M(K,N +1,R)
\1 SHwg) S wi) va(wK))
J2i Rl RI

die Matrix der diskontierten Auszahlungen aller Anlagefor-

men; also einschliefslich des Geldmarktes.

Die obige Gleichung (V{®)*(wy) = hg +Sl(wk)h P C) (wk)hN

fiir die Zufallsvariablen kann man mit Matrizen auch so an-

geben
(1 St STl sen /g
RI R R
D oSlen S Twn) s L
iy | D T T | [ A
\1 SHwg) SV wy) SfV(WK)) \hN/

1.3.10 Satz: q definiert genau dann eine Risikoneutralwahr-
scheinlichkeit @Q, wenn q > 0 und fiir alle Handelsstrategien
h ¢ RVFL gilt:

Die Gleichung (Vh)* — Vb — @ (R—ﬁi) E (V)% bedeu-



tet, dass sich das Prinzip der Risikoneutralbewertung
von den Basiswertpapieren auf die Auszahlung belie-
biger Handelspositionen fortsetzen lasst. Diese Fort-
setzungseigenschaft ist sehr niitzlich und von grundsétzli-

cher Bedeutung!

Wir haben oben in 5 Gleichungen 5 Varianten der gleichen
Aussage angegeben. Es ist je nach Zusammenhang eine der

Varianten bequemer, deshalb ist die Redundanz sinnvoll.

1.3.11 Bemerkung: Wir haben friiher festgestellt, dass fiir

eine risikoneutrale Zahldichte q
qL (ASY)

gilt. Wir erhalten auch hier eine Fortsetzungseigenschaft von
den Basisprodukten auf alle erreichbaren Auszahlungsprofile.

Es gilt also analog fiir alle Handelsstrategien h und deren
Auszahlung V*

a L (AVD)), A(VY) =V = 1!
und fiir alle h mit V! = 0 gilt
ql (V)"

Wir beobachten, dass (VB)* = VI* — V! = G™*. Also ist
die risikoneutrale Zahldichte orthogonal zum diskontierten

Gewinn.



1.3.12 Satz: Es sei Q eine Risikoneutralwahrscheinlichkeits-
maf und h eine Handelsstrategie mit V;* > 0. Dann gilt

h h
o [VE-W] s

Alle Anlageformen und sogar alle erreichbaren Profile haben
in der Q-Welt die gleiche erwartete Rendite; ndmlich die
Rendite der risikolosen Anlageform. In der echten Welt (also
in der P-Welt) mit risikoaversen Anlegern kann das natiirlich
nicht gelten. Risikoaverse Anleger wollen fiir die Ubernah-
me von Risiken mit einer hoheren erwarteten Rendite ent-
schadigt werden. Wir werden uns spéater ausfiithrlich mit der

Risikopramie beschéftigen.

1.4 Der erste Hauptsatz der

Assetbewertung

Fiir die Formulierung und den Beweis des 1. Hauptsatzes sind
die folgenden Vorbereitungen niitzlich. Die folgenden Argu-
mente orientieren sind an Pliska [35], Seite 13 ff] und Williams
[48, Seite 34 ff].

1.4.1 Satz: Es gilt

K

qEM&q>0,) ¢=1qLlV
=1

sSqeVEtnpt,

wo? ...



wobei]
V= {XeR" : X =(V""V=0heR"}

K
Pt ={p|> pi=1p>0}
k=1

1.4.2 Bemerkung: i.) Wir bemerken, dass V* ein linearer
Unterraum von R% ist. V* ist der Unterraum der kostenlos

erreichbaren diskontierten Auszahlungen.

ii.) Es sei
A={XecR":X>0und X #0}.

A ist die Menge aller (auch moglicherweise nicht erreichba-
ren) denkbaren Auszahlungen, die — wenn sie kostenlos er-

reichbar sind — zu Arbitragemaoglichkeiten gehoren.
Arbitragefreiheit bedeutet demnach V* N A = 0.
iii.) Es sei

V={XecR: X=(V"V*=0hecR""}
Es gilt: V # () genau dann, wenn V* # (). Die Menge V ist
natirlicher als V*, trotzdem verwenden wir V*. Es gilt: q de-
finiert genau dann ein Risikoneutralwahrscheinlichkeitsmal,
wenn q > 0, Zfil ¢ = 1,q L V* gilt. In dieser Aquivalenz

ist V* relevant und wir interessieren uns fiur Risikoneutral-

wahrscheinlichkeiten.

x > 0 bedeutet x; > 0 fiir alle 7.



1.4.3 Satz iiber die trennende Hyperebene: Es sei U
ein linearer Unterraum des R® und C C R” eine konvexe,
abgeschlossene und beschrinkte Menge von R® und es gelte
U N C = (. Dann gibt es eine Hyperebene H = {x : xen =
0} mit U C H und pen > 0 fir alle p € C.

Wir beachten auch: Wegen U C H gilt auch fiir alle u € U

die Orthogonalitatseigenschaft u e n = 0.

Beweis: Vgl. Williams [48, Abschnitt 3.6].

1.4.4 Erster Hauptsatz: Es sei

V= {XeR" : X = (V" V=0heR"}
A={XcR":X>0und X #0}.

Dann gilt
VNA=0<M:#0).

Es gibt genau dann ein Risikoneutralwahrscheinlich-

keitsmafl, wenn Arbitragefreiheit gilt.

1.4.5 Bemerkung: Wenn es ein Risikoneutralwahrschein-
lichkeitsmals gibt, dann konnen wir die Risikoneutralbewer-
tungsmethoden verwenden. Das wére schon. Arbitragefrei-
heit ist eine verniinftige Annahme. Genau dann wenn diese
Voraussetzung erfiillt ist, dann gibt es ein Risikoneutralwahr-

scheinlichkeitsmafs. Es fiigt sich also sehr schon.



Der erste Hauptsatz heifst aus mit gutem Grund Hauptsatz.
Genau unter der verniinftigen Voraussetzung der Arbitrage-
freiheit gibt es ein Wahrscheinlichkeitsmals Q, so dass

Vh

h __ Q 1
=K .
Yo <1—|—r)

1.5 Bewertung bedingter Auszahlungen

Die Bewertung von Derivaten gehort zu den Basiskompe-
tenzen eines Finanzmathematikers. Wir definieren bedingte

Auszahlungen, die uns als Modell fiir Derivate dienen.

1.5.1 Definiton: Eine bedingte Auszahlungfist eine Zu-
fallsvariabld’] X : Q — R, w — X(w).

1.5.2 Definiton: Eine bedingte Auszahlung X heift repli-
zierbar oder erreichbar, wenn es eine Handelsstrategie h
mit V! = X gibt. h heift dann die replizierende Han-
delsstrategie fiir X. V! nennt man die Replikationskos-

ten von X.

1.5.3 Bemerkung: Wir bemerkten, dass die Replikations-
kosten fiir X wohldefiniert sind. In der Tat: Wir bemerken,
dass die Replikationskosten unabhingig von der replizieren-

den Strategie sind (wegen LOOP, vgl. Satz [1.2.21)): Wenn hy

8Die Auszahlung erhilt der Inhaber im Zeitpunt ¢t = 1.
9Zufallsvariablensind im Allgemeinen messbar. Die miissen wir hier nicht angeben,

da A =P(Q) ist.



und hy beide das Profil X replizieren, dann haben h; und hy

die gleichen Anschaffungskosten, d.h. es gilt Vi = Vg 2,

1.5.4 Bemerkung: V! = X gilt genau dann, wenn Ah =
X gilt. Die Frage nach der Replizierbarkeit entspricht also
der Losbarkeit des linearen Gleichungssystems Ah = X. In
der Terminologie der Linearen Algebra: X ist in dem Raum,

der von den Spalten von A erzeugt wird: X € Col(A).

1.5.5 Definiton: Wir betrachten ein arbitragefreies EPFMM
und fiigen eine weitere Anlagemoglichkeit hinzu. px sei der
Preis zu dem der Anleger das Finanzprodukt mit der Aus-
zahlung X kaufen kann. Wenn das erweiterte EPFMM
arbitragefrei bleibt, dann heifst der Preis px mit Arbitra-

gefreiheit vereinbar bzw. fair.

Die Auszahlungsmatrix des erweiterten EPFMM bezeich-
nen wir mit

R{ Stw) . SV Mw) SY(w)
A Rl Si(ws) o S Mwa) SY(wo)
R{ Swg) ... SV Nwg) SN(wk) X(wg)
und den Vektor der Preise des erweiterten EPFMM mit

1
SO = SO
px

» Die Aufgabe des Finanzmathematikers besteht jetzt darin,



den fairen Preis oder die fairen Preise zu ermitteln. Wir ler-
nen zunachst zwei Bewertungsmethoden kennen: Bewertung
durch Replikation und das Risikoneutralbewertungsprinzip.

Spater werden wir drei weitere Methoden kennen lernen.

1.5.6 Satz (Bewertung durch Replikation): Das EPFMM
sei arbitragefrei und X mit der Handelsstrategie h replizier-
bar, d.h. V = Ah. Dann ist

px = VI

der einzige faire Preis fiir X.

1.5.7 Satz (Risikoneutralbewertungsprinzip): Das EPFMM
sei arbitragefrei und X eine replizierbare bedingte Auszah-

lung. Dann gilt fiir den fairen Preis von X

X
_ w0

wobei Q (irgend-)ein Risikoneutralwahrscheinlichkeitsmaf ist.

1.5.8 Bemerkung: Wenn fiir alle w* Derivate mit Auszah-

lung

X () R falls w = w*
wr W) =
0 : sonst.

fiir px_. gehandelt werden (oder durch Portfolios hy+ repli-

ziert werden konnen), dann erhélt man eine Technik, um die



Risikoneutralwahrscheinlichkeiten zu ermitteln:
h *
(Vi o) PX*—]E( ) >0 g = Q)

Da sich diese Wahrscheinlichkeiten aus den beobachteten Prei-
sen (implizit) ergeben, spricht man von impliziten Risiko-
neutralwahrscheinlichkeiten. Man kann auch sagen, dass

die Preise die Risikoneutralwahrscheinlichkeiten offenlegen.

Die impliziten Risikoneutralwahrscheinlichkeiten kann
man auch auf Basis der folgenden bedingten Auszahlungen

ermitteln{¥

1 :fall = W*
X ) = { Ve

Man ermittelt Handelsstrategie h2! | die XBE replizieren. Dann
gilt]"]

hBF

RIVy“ = Q(w").

» Fiir den spiateren Gebrauch notiernen wir noch die folgende

Bemerkung.

1.5.9 Bemerkung: i.) Es sei h eine Handelsstrategie und

1OBF steht fiir Butterfly.
Vgl. auch Hull [13 Seite 468] fiir diese Methode (in einem anderen Kontext).

Die Werte VO entsprechen den sogenannten Zustandspreisen, die wir ab 77
behandeln.



@1, Q- Risikoneutralwahrscheinlichkeiten. Dann gilt
h h
EQ <V_1> — @ (V_l)
R/ RS

B (V) =B (1),

und

ii.) Wenn X replizierbar ist und Qy, Qy Risikoneutralwahr-

scheinlichkeiten.
X X
Q1 =) Qe [ 2
. 1(Rf> - 2(Rf>

E% (X) = E®(X).

und

1.6 Vollstandige Finanzmarkte und
Eindeutigkeit des

Risikoneutralwahrscheinlichkeitsmadis

1.6.1 Definiton: Das EPFMM heifst vollstindig, wenn es
fiir jede bedingte Auszahlung X € R eine replizierende
Strategie h gibt.



1.6.2 Bemerkung: Wir betrachten die Auszahlungsmatrix

(Riw) Slwn) - SV e SV )
Ri(w) S

WQ) S(Wg) S{V_l(WQ) S{V(WQ)

B/ () SHr) o S M) SV )

und eine bedingte Auszahlung X. Es gibt genau dann eine
replizierende Handelsstrategie h € RY*! wenn das lineare

Gleichungssystem
Ah =X

eine Losung h € RY*! hat.

Vollstandigkeit bedeutet also, dass das lineare Gleichungssys-
tem fiir jede rechte Seite X € R” losbar ist. Dies ist genau
dann der Fall, wenn die Matrix A den Rang K hat (wenn
die Matrix A K linear unabhingige Spalten hat), so dass die
Spalten von A den ganzen Raum R’ aufspannen. Mit noch

anderen Worten: Die Spalten bilden ein Erzeugendensystem
des RY.

Wir haben den folgenden Satz bewiesen:

1.6.3 Satz: Das EPFMM ist genau dann vollstandig, wenn
Rang A = K ist.

1.6.4 Zweiter Hauptsatz: In einem arbitargefreien EPFMM

gilt Vollstandigkeit genau dann, wenn es genau ein Risiko-



neutralwahrscheinlichkeitsmafs gibt.

Mit anderen Worten: In einem arbitargefreien EPFMM
ist die Vollstandigkeit dquivalent zur Eindeutigkeit des

Risikoneutralwahrscheinlichkeitsmafes.

Vorsicht: Die Formulierung Vollstidndigkeit ist dquivalent
zur Eindeutigkeit ist iiblich aber ungenau! In einem vollstan-
digen EPFMM kann es Arbitragemdglichkeiten geben. Dann

gibt es (natiirlich) kein Risikoneutralwahrscheinlichkeitsmafs.

1.6.5 Bemerkung: Wenn das EPFMM vollstandig ist, dann
hat A € M(K,N + 1;R) den Rang K. Offenbar hat dann
auch A* € M(K,N + 1;R) den Rang K. Der Rang von
(A € M(N + 1, K;:R) und von A*(A*)! ist ebenfalls K
(vgl. z.B. Garcia und Horn [6] S. 303] oder Meyer [32] S.
212]). Also ist A*(A*)T eine K x K Matrix mit Rang K;
also ist A*(A*)T invertierbar. Wir erhalten damit eine ge-
schlossene Formel fiir die Risikoneutralwahrscheinlichkeiten

q. In der Tat, aus der Bewertungsformel (A*)'q = S, folgt,
dass A*(A*)Tq = A*S,. SchlieRlich

q=(A*(A")T) " A*S,.

Wir haben einen alternativen (auch kurzen Beweis) fiir die
Implikation, Arbitragefrei und Vollstandigkeit impliziert Ein-
deutigkeit, gefunden. In der Tat: Wenn qi, q2 Vektoren mit
Risikoneutralwahrscheinlichkeiten sind, dann gilt (A*)!q; =

So,i = 1,2. Dann sind die beiden q; auch Losungen der li-



nearen Gleichung A*(A*)Tq; = A*Sy. Die K x K Matrix
A*(A*)T hat den Rang K. Dann ist die Losung des linearen
Gleichungssystems eindeutig bestimt. Also q1 = qo.

1.6.6 Bemerkung: Wenn das arbitragefreie EPFMM voll-
standig ist, dann gibt es fiir alle bedingten Auszahlungen
nur einen Preis, der mit Arbitragefreiheit vereinbar ist und
diesen Preis kann man mit den Formeln px = V oder
px = EQ(X/B) berechnen. Also: Die Finanzpreise der das i preise der

Basiswerpa-

EPFMM definierenden Anlagemoglichkeiten (den Basiswert- piee erfillen

untereinander
o . . . . . Arbitra-
papieren) legen die Preise beliebiger bedingter Auszahlun- e

gen (den Derivaten) eindeutig fest. Ermittelt werden rela-

tive Bewertungen; relativ zu den Basiswertpapieren.

1.7 Unvollstandige Markte und

Arbitragegrenzen

Wenn das arbitragefreie EPFMM unvollstindig ist, dann gibt
es fiir nicht replizierbare Auszahlungen viele Preise, die mit
Arbitragefreiheit vereinbar sind. Diese Aussage wird im fol-
genden substantiviert, wobei wir uns an Pliska [35] und Wil-
liams [48] orientieren. Wir werden die Grenzen ermitteln zwi-
schen denen die Preise liegen, die mit Arbitragefreiheit ver-

einbar sind.

1.7.1 Definition: Es sei X eine bedingte Auszahlung und es

gelte Arbitragefreiheit. Es sei Q ein Risikoneutralwahrschein-



lichkeitsma®. Wir definieren die folgenden Operatoren”| auf
der Menge der bedingten Auszahlungen

VH(X) = inf{ EQ[Y/Rl] 'Y > XY replizierbar },
V(X) = sup{ EQ[Y/Rl] 'Y < X,Y replizierbar }.

Beachte, dass die Wahl von Q € M irrelevant ist: da Y re-
plizierbar ist, nimmt EQ[Y /R] fiir alle Q € M den gleichen
Wert an.

Ein erreichbares Auszahlungsprofil Y mit Y > X heilst
Superreplikation von X. Da Y mindestens so gut wie X
ist, sind plausible Preise von X kleiner oder gleich dem fairen
Preis EQ[Y /Ry] von Y. Das gilt fiir alle Superreplikationen
von X. Wir erhalten deshalb mit V*(X) die kleinste obere

Schranke, da wir das Infimum bilden.

Ein erreichbares Auszahlungsprofil Y mit Y < X heifst Sub-
replikation von X. Wir erhalten mit V= (X) die grofste un-

tere Schranke, da wir das Supremum bilden.

VH(X) und V~(X) heiken obere bzw. untere Arbitrage-

grenze.

1.7.2 Satz: Es sei X eine bedingte Auszahlung und es gelte
Arbitragefreiheit. Es gibt replizierbare Y, Y~ mit V(X)) =
EQ[Y*/Ry] bzw. V~(X) = EQ[Y~/R4]. Fiir nicht replizier-
bare X gilt zudem: X # Y* > X und X # Y~ < X,

12Wir sprechen von Operatoren, da sie auf Abbildungen angewendet werden.

Wir suchen die
preiswerteste
Superre-
plikation.



1.7.3 Bemerkung: Obwohl also V7 (X) = EQ[Y /R, gilt,
kann Y+ = X nicht gelten; sonst wire X replizierbar (mit

h*). Also muss Yt (w) > X(w) fiir mindestens ein w € 2

gelten.

1.7.4 Satz: In einem arbitargefreien EPFMM gilt, dass X
genau dann nicht replizierbar ist, wenn V' (X) > V(X)) ist.

1.7.5 Satz: Es sei X eine nicht-replizierbare bedingte
Auszahlung. Es gibt genau dann eine Arbitrage, wenn die
bedingte Auszahlung in ¢ = 0 zu einem Preis p > V(X)
oder zu einem Preis p < V7(X) gehandelt wird. Fiir p €
(V=(X), V(X)) bleibt die Arbitragefreiheit erhalten.
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