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1 Grundlegende Ergebnisse im

Basismodell

Agenda: Entwickelt wird ein Rahmen für die relativeWert-

papierbewertung. Wir betrachten arbitragefreie (Modell-) Fi-

nanzmärkte und wickeln insbesondere das Risikoneutralbe-

wertungsprinzip und die beiden Hauptsätze der Wertpapier-

bewertung.

Was soll man sich vorstellen? Wir stellen uns eine Finanzma-

thematikerin vor, die auf rationaler Basis eine ihr vorgelegtes

Finanzprodukt bewerten will. Die Preise anderer Finanzpro-

dukt kann die Finanzmathematikerin beobachten. Mit Blick

auf die anderen Finanzpreise, welcher Preis ist rational für

das vorgelegt Finanzprodukt.

Ein Finanzmathematiker ist Spezialist für ein Wertpapier. Er

fragt sich, ob der Preises seines Wertpiers mit den Preisen an-

derer Wertpapiere konsistent ist oder ob eine Fehlbewertung

vorliegt ....



1.1 De�nitionen

1.1.1 De�nition:DasEin-Perioden-Finanzmarktmodell

(EPFMM) ist durch die folgenden Angaben charakterisiert:

� Es gibt zwei Zeitpunkte T = {0, 1}. In t = 0 kauft der

Anleger Wertpapiere bzw. legt Geld am Geldmarkt an

(der Anleger hat Ausgaben). In t = 1 ergeben sich die

Auszahlungen aus den Wertpapieren an den Anleger.

� Es sei K ∈ N. Es gibt K Zustände Ω = {ω1, ..., ωK}
sowie ein Wahrscheinlichkeitsmaÿ P auf (Ω,P(Ω)) mit

pk := P(ωk) := P({ωk}) > 0 für k = 1, ..., K. Ein

solches Wahrscheinlichkeitsmaÿ P auf einem diskreten

Wahrscheinlichkeitsraum ist bekanntlich durch die An-

gabe der Zähldichte pk ∈ (0, 1), k = 1, ..., K de�niert:

P(A) =
∑

k :ωk∈A

pk, A ⊂ Ω.

� Anleger haben Zugang zumGeldmarkt. Wenn ein An-

leger in t = 0 eine Geldeinheit (GE) auf das Geldmarkt-

konto einzahlt, dann erhält er in t = 1 die Auszahlung

Rf > 0. Mit r = rf = Rf − 1 > −1 bezeichnen wir Ist der Index 1

bei RF
1

über�üssig

oder sogar

irreführend?!

In (1.1.6) gibt

es den Index 0!

den Geldmarktzinssatz.

Wir setzen nicht voraus, dass Zinsen nicht-negativ sind.

Wir benötigen lediglich r > −1, denn wir werden re-

gelmäÿig beim diskontieren durch 1 + r dividieren.



� Anleger können in N ∈ N Wertpapiere investieren; die-

se Wertpapiere nennen wir Basiswertpapiere.1 Die

Preise der Wertpapiere in t = 0 fassen wir in einem

Vektor S0 = (S1
0 , S

2
0 , ..., S

N
0 )

T ∈ RN zusammen. Die

Wertpapierpreise in t = 1 sind Zufallsvariablen mit

Realisierungen Si
1(ωk) ∈ R, k = 1, ..., K, i = 1, ..., N .

� Das folgende Schema zeigt die Zeitschiene des EPFMMs

t = 0: WP werden gekauft &
Einzahlung am GM getätigt

t = 1: ω ∈ Ω wird gezogen
Auszahlungen �nden statt

Vorgegeben werden also die folgenden Werte: r, Si
0, S

i
1(ωk)

sowie die Wahrscheinlichkeiten pk; diese Werte sind exogen.

1.1.2 Beispiel: Ein sehr kleines EPFMM wird durch die fol-

gende Spezi�kation de�niert. Es sei r = 1
9 = 0.11, S0 = 5,

S1(ω1) = 60
9 , S1(ω2) = 40

9 . p1 = 3
4, p2 = 1

4. Wenn der Anle- Auch als

Dezimalzahl

mit Komma ....ger 5 GE auf das Geldmarktkonto einzahlt, dann ergibt sich

in t = 1 eine sichere Zahlung von 50
9 = 5

(
1 + 1

9

)
; der Brut-

tozins ist demnach Rf = 10
9 . Wenn der Anleger für 5 GE

das Wertpapier kauft, dann ergibt sich eine unsichere Aus-

zahlung. Mit Wahrscheinlichkeit p1 beträgt die Auszahlung
60
9 und mit Wahrscheinlichkeit p2 ist die Auszahlung 40

9 . Die Auszahlung

oder besser

Zahlung an ....erwartete Auszahlung ist E(S1) = 3
4
60
9 + 1

4
40
9 = 55

9 . In bei-

den Anlagevarianten setzt der Investor 5 GE. Bei der Anlage

1Zusammen mit dem Geldmarkt bilden die Wertpapier die Basisanlagemöglichkei-
ten des Modells.



am Geldmarktkonto ergibt sich eine sichere Zahlung von 50
9 .

Wenn er das Wertpapier kauft, dann ist Auszahlung eine Lot-

terie mit Erwartungswert 55
9 .

Bei der Anlage am Geldmarkt ist die Rendite 1
9. Bei der

Anlage in das WP1 ist die Rendite
60
9 −

45
9

45
9

= 15
45 = 1

3 oder
40
9 −

45
9

45
9

= −5
45 = −1

9. Die erwartete Rendite für den Geldmarkt

ist (natürlich) 1
9. Für das WP1 ist die erwartete Rendite

3
4
1
3 +

1
4
−1
9 = 9

36 −
1
36 = 8

36 und es ist 8
36 > 4

36 = 1
9. Die Anlage

in das Wertpapier ist zwar riskant hat aber dafür eine hö-

here erwartete Rendite. Der Anleger wird sozusagen für die

Übernahme des Risikos kompensiert. Man nennt die Di�e-

renz 8
36 −

4
36 =

4
36 Risikoprämie.

1.1.3 Bemerkung: i.) Wir verwenden für Si
t(ωk) die fol-

genden Konventionen. Der Subindex t von Si
t(ωk) gibt den

Zeitpunkt an. Der Superindex i von Si
t(ωk) gibt die Wert-

papiernummer an. Das Argument ωk von Si
t(ωk) gibt den

Zustand an.

ii.) Eine ZufallsvariableX : Ω → R mit endlicher Menge Ω =

{ω1, ..., ωK} werden wir mit dem Vektor (X(ω1), ...,X(ωK))
T

identi�zieren. Wir werden also wahlweise von der Zufalls-

variable X : Ω → R, vom Vektor X ∈ RK oder vom

Zahlungspro�l X ∈ RK sprechen. Missverständnisse kön-

nen bei genauer Betrachtung (beim langsamen lesen) nicht

entstehen.

Wir können je nach Perspektive � Vektoren bzw. Zufallsvaria-



blen � Resultate der Linearen Algebra bzw. der Wahrschein-

lichkeitstheorie verwenden.

iii.) Wir haben die Anlageform mit Auszahlung Rf als Geld-

marktkonto interpretiert; Rf ist dann die Bruttoverzin-

sung (also einschlieÿlich der Rückzahlung in t = 1 des in

t = 0 eingezahlten Betrags). Alternativ kann man Geld-

marktanteile betrachten, deren Preis im Betrachtungszeit-

punkt auf Rf
0 = 1 normiert ist, d.h. die im Betrachtungszeit

pari emittiert wurden. Die garantierte Auszahlung in t = 1

ist Rf
1 = R. In diesem Fall ist der Preis bzw. die Auszah-

lung Rf
1 = R in t = 0 bekannt. Geldmarktanteile haben also

einen Preis der sich in Mehrperiodenmodellen ändern kann,

aber diese Änderung ist anders als bei den riskanten Wert-

papieren schon vorab bekannt. noch ausführli-

cher ....

Wir haben die Anlageform Geldmarkt aus zwei Gründen ex-

tra modelliert: (1) Diese Anlageform stellt die risikolose Numeriare ....

Geld ....

Auszahlung in

Geldeinheiten

....

Anlageform dar (risikolos ist die Anlageform jedenfalls für

eine Periode). (2) Diese Anlageform dient typischerweise als

Standard-Numeriare; was das bedeutet werden wir später

erläutern.

1.1.4 De�nition: EineHandelsposition/Handelsstrategie/Portfolio

wird durch einen Vektor h = (h0, h1, ..., hN)
T ∈ RN+1 re-

präsentiert. Dabei bezeichnet h0 den am Geldmarkt inves-

tierten/geliehenen Betrag in Geldeinheiten und hi, i =

1, ..., N die Anzahl der Stücke des Wertpapiers mit der Wert-

papiernummer i. Wir werden die für uns im folgenden selbst-



verständliche Angabe ∈ RN+1 oft weglassen, d.h. wenn nichts

anderes angeben ist, dann ist ein h ein Vektor des RN+1, der

eine Handelsposition repräsentiert.

Wenn wir Geldmarktanteile betrachten, dann entspricht

h0 dem Bestand der Geldmarktanteile, die in der Einheit

Stücke gemessen werden.

1.1.5 Bemerkung: i.) Es sei h eine Handelsposition und i ∈
{1, 2, ..., N}. Da wir hi ∈ R zulassen, lassen wir insbesondere

auch hi < 0 zu; das sind sogenannte Leerverkäufe.

Dieser Text ist nicht der richtige Ort, um die teilweise kom-

plexen institutionellen Details von Leerverkäufen zu erläu-

tern. Nützlich ist aber die folgende Skizze: Wenn man Wert- ..... insb

Quelle zu den

inst Detailspapiere, die man nicht besitzt, verkaufen will, dann borgt

man sich diese. Die Leihe wird von einem Vermittler orga-

nisiert. Man verkauft dann die geborgten Wertpapiere am Broker ....?

Wertpapiermarkt. Am Ende der Leihfrist kauft man die Wert-

papiere am Wertpapiermarkt und gibt sie zurück. Der Besit-

zer, dessen Wertpapiere geborgt und verkauft werden, be-

merkt diesen Vorgang nicht. Während der Leihfrist anfallen-

de Dividenden bzw. Coupons muss der Leerverkäufer an den

Inhaber des geliehen Wertpapier zahlen.

ii.) Wir behandeln die Fälle h0 < 0 (man leiht sich Geld)

und h0 > 0 (man verleiht Geld) nicht separat als zwei Fälle

mit unterschiedlichen Zinsen, sondern einheitlich h0 ∈ R. Die
Verzinsung für eine Anlage am Geldmarkt und für die Kre-



ditaufnahme auf dem Geldmarkt sind also gemäÿ Annahme

gleich.

iii.) Die Annahme hi ∈ R, i = 1, ..., N bedeutet, dass wir die

beliebige Teilbarkeit der Wertpapiere unterstellen. Für die

mathematische Analyse ist diese Annahme wichtig. Insbe-

sondere können wir Methoden und Ergebnisse der Linearen

Algebra des Rn anwenden.

iv.) Die Wertpapierpreise Si
t und der Zins r sind exogen.

Das bedeutet insbesondere: Selbst wenn sich Investoren für Preisnehmer

.... Ein Anleger

müsste seine

Nachfrage

dosieren ....

ein sehr �groÿes� h (sehr groÿe Nachfrage bzw. Angebot) ent-

scheiden, ändern sich die Preise bzw. der Zins nicht.

1.1.6 De�nition: Wir de�nieren die Auszahlungsmatrix

(für alle Anlagealternativen und alle Zustände) des EPFMM

als

A =


Rf S1

1(ω1) ... SN−1
1 (ω1) SN

1 (ω1)

Rf S1
1(ω2) ... SN−1

1 (ω2) SN
1 (ω2)

: : : : :

Rf S1
1(ωK) ... SN−1

1 (ωK) SN
1 (ωK)

 ∈ M(K,N + 1;R).

In einer Spalte 
Si
1(ω1)
...

Si
1(ωK)


stehen also die Auszahlungen einer Anlageform und in einer



Zeile (
Rf S1

1(ωk) ... SN
1 (ωk)

)
stehen die Auszahlungen derN+1 Anlageformen im Zustand

ωk. Die Auszahlung in t = 1 des Portfolios h de�nieren2 wir

als

Vh
1 = Ah.

Ausgeschrieben haben wir also:

Vh
1 (ω1) = Rfh0 + S1

1(ω1)h1 + ... + SN
1 (ω1)hN

Vh
1 (ω2) = Rfh0 + S1

1(ω2)h1 + ... + SN
1 (ω2)hN

... ...

Vh
1 (ωK) = Rfh0 + S1

1(ωK)h1 + ... + SN
1 (ωK)hN .

Wir beachten, dass Vh
1 je nach Perspektive eine Zufallsva-

riable mit Werten in R bzw. ein Vektor in RK ist. Wenn wir

Vh
1 als Zufallsvariable au�assen, dann schreiben wir

Vh
1 = h0R

f + h1S
1
1 + ... + hNS

N
1 bzw.

Vh
1 (ω) = h0R

f + h1S
1
1(ω) + ... + hNS

N
1 (ω).

anstatt des Matrixprodukts Ah.

Diese De�nitionen bedeuten, dass wir lineare Preise unter-

stellen. Es gibt also keine Rabatt für Menüs .

2Warum ist das eine De�nition und keine Schlussfolgerung? Diskutieren Sie! Den-
ken Sie insbesondere an Menüs in Restaurants.



Ferner de�niert (beachte Rf
0 = 1)

V h
0 = Rf

0h0 + S1
0h1 + ... + SN

0 hN = hT


Rf

0

S1
0

:

SN
0



= (1 S1
0 ... SN

0 )


h0

h1

:

SN
0


= S̄T

0h

= hT


1

S1
0

:

SN
0


= h • S̄0 = S̄0 • h

den Anscha�ungswert der Handelsposition h in t = 0 erweiterte

Auszahlung-

matrix?(also den Wert des Portfolios in t = 0 bzw. die Anschaf-

fungskosten des Portfolios in t = 0), wobei wir

S̄0 =

(
1

S0

)
=

(
Rf

0

S0

)
∈ RN+1

de�nieren.

Wir werden gelegentlich Rf
0 = 1 angeben, um daran zu erin-

nern, dass wir diese Anlageform als Geldmarktkonto und als

Geldmarktanteile interpretieren können.



Manchmal ist die separate Behandlung/Notation des Geld-

marktkontos lästig. Wir verwenden deshalb auch die Notati-

on S0
0 = 1 und S0

1 = Rf
1 = R

▶ Was wollen Anleger? Anleger bevorzugen ceteris paribus

einen kleinen Wert V h
0 und ceteris paribus groÿe Werte für

Vh
1,i. Wir werden uns später genauer mit Präferenzen zu be-

schäftigen.

1.1.7 De�nition: Es sei h eine Handelsstrategie. Dann heiÿt

Gh = V h
1 − V h

0

= Rfh0 + S1
1h1 + ... + SN

1 hN − h0 − h1S
1
0 − ...− hNS

N
0

= rh0 + (S1
1 − S1

0)h1 + ... + (SN
1 − SN

0 )hN

Gewinn3 der Handelsstrategie h; es ist alsoGh(ω) = V h
1 (ω)−

V h
0 , ω ∈ Ω).

Der diskontierter Gewinn der Handelsstrategie h wird

durch

Gh,∗ = V h,∗
1 − V h

0 =
1

Rf
1

V h
1 − V h

0

de�niert.

Wenn die Anscha�ungskosten Null, dann heiÿt

Gh = V h
1 , V

h
0 = 0

3Gh ist nicht notwendigerweise nicht negatv! Gewinn-Verlust wäre vielleicht die
bessere Bezeichnung.



kostenloser Gewinn und

Gh,∗ = V h,∗
1 =

V h
1

Rf
, V h

0 = 0

kostenloser diskontierter Gewinn.

1.1.8 Bemerkung: Es sei h ∈ RN+1 eine Handelsstrategie.

Wenn man V h
1 als Vektor au�asst, dann muss man etwas

aufpassen. Es ist dann streng genommen Gh = V h
1 − V h

0 :=

V h
1 − V h

0 1, wobei

1 =


1

1

:

1

 .

V h
0 ist eine reelle Zahl und V h

1 = Ah ein Vektor. Eigentlich

ist V h
1 − V h

0 (Vektor minus Skalar) nicht de�niert. Wir wer-

den in der Tat öfter Anlass haben von einem Vektor v einen

Skalar α abzuziehen. Wir de�nieren

v − α := v − 1α.

1.2 Arbitrage

1.2.1 De�nition: Eine Handelsposition h heiÿt Arbitra-

gemöglichkeit oder einfach Arbitrage, wenn

i.) V h
0 = 0 und



ii.) 0 ̸= Vh
1 ≥ 0

gilt. Eine Arbitragemöglichkeit hat also einerseits Anschaf-

fungskosten von Null und hat andererseits eine nicht-negative

vom Nullvektor verschiedene zukünftige Auszahlung. Zu schön,

um wahr zu sein.

▶Wir werden im Folgenden sehr ausführlich und ge-

nau charakterisieren, unter welche Umständen/Bedingungen

es keine Arbitrage gibt. Wir betrachten zur Einführung

ein einfaches

1.2.2 Beispiel: Es sei wieder r = 1
9, S0 = 5, S1(ω1) =

60
9 , S1(ω2) =

40
9 . p1 = 3

4, p2 = 1
4. Gibt es in diesem EPFMM

eine Arbitragemöglichkeit?

Wenn h = (h0, h1)
T eine Handelsstrategie mit V h

0 = 0 ist,

dann h0 + 5h1 = 0. also h0 = −5h1. Für die Auszahlung gilt

V h
1 = Ah =

(
10
9

60
9

10
9

40
9

)(
h0

h1

)
=

(
10
9 h0 +

60
9 h1

10
9 h0 +

40
9 h1

)

=

(
−10

9 · 5h1 +
60
9 h1

−10
9 · 5h1 +

40
9 h1

)
=

(
10
9

−10
9

)
h1

Wenn h1 = 0 gilt, dann ist V h
1 = 0. Also keine Arbitra-

gemöglichkeit. Wenn h1 > 0 gilt, dann ist V h
1 (ω2) < 0. Al-

so keine Arbitragemöglichkeit. Wenn h1 < 0 gilt, dann ist

V h
1 (ω1) < 0. Also keine Arbitragemöglichkeit. Es kann also

in diesem EPFMM keine Arbitragemöglichkeiten geben.



1.2.3 Beispiel: Es sei diesmal r = 1
3, S0 = 5, S1(ω1) =

60
9 , S1(ω2) =

40
9 . p1 = 3

4, p2 = 1
4. Gibt es in diesem EPFMM

eine Arbitragemöglichkeit?

Es sei h = (5,−1)T . Dann ist V h
0 = h0+S0h1 = 5−5 ·1 = 0.

Für die Auszahlung gilt

V h
1 = Ah =

(
12
9

60
9

12
9

40
9

)(
5

−1

)
=

(
0
20
9

)

Also 0 ̸= Vh
1 ≥ 0. Wir haben eine Arbitrage gefunden!

Arbitrageidee: In beiden Zuständen hat die Anlage am

Geldmarkt eine mindestens so hohe Rendite, wie das Wert-

papier. Die Rendite am Geldmarkt beträgt 3
9 in beiden Zu-

ständen. Die Wertpapierrendite ist 3
9 in ω1 und −1

9 in ω2. Wir

shorten das Wertpapier (also h1 < −1) und legen die daraus

erhalten Mittel am Geldmarkt an (also h0 < 5); das bedeutet

h = (5,−1)T .

Im vorhergehenden Beispiel war die Geldmarktrendite nur 1
9.

Im Zustand ω1 ist die Wertpapierrendite 3
9 gröÿer als diese

Geldmarktrendite und in Zustand ω2 ist die Wertpapierren-

dite −1
9 kleiner.

1.2.4 Bemerkung: Für K = N + 1 = 2 ist es sehr einfach,

Arbitragemöglichkeiten � wenn es welche gibt � zu �nden.

Wenn die Rendite der riskanten Anlageform in beiden Zu-

ständen mindestens so hoch wie die der Anlage am Geld-

markt und in einem Zustand höher, dann kauft man das



riskante Wertpapier auf Kredit. Ist andererseits die Geld-

marktrendite in beiden Zuständen mindestens so hoch wie

die Rendite des riskanten Wertpapiers, dann verkaufen wir

das riskante Wertpapier (leer) und legen den Leerverkaufser-

lös am Geldmarkt an.

1.2.5 Bemerkung: Eine Handelsstrategie h ist genau dann

eine Arbitrage, wenn

i.) V h
0 = 0,

ii.) Vh
1 ≥ 0 und V h

1 (ω) > 0 für mindestens ein ω ∈ Ω.

1.2.6 Bemerkung: Für h = 0 gilt V h
0 = 0 und V h

1 = 0.

Deshalb reicht V h
1 ≥ 0 als Charakterisierung für eine Arbi-

trage nicht aus. Andererseits setzen wir bei einer Arbitrage

auch nicht voraus, dass V h
1 (ω) > 0 für alle ω gilt.

1.2.7 Bemerkung: i.) Gelegentlich �ndet man die Aussage,

dass eine Arbitrage ein risikoloser Gewinn4 sei. Das ist aber

mindestens missverständlich. Wenn ein Anleger die Strategie

h = (1, 0, ..., 0)T wählt und der Zins r > 0 positiv ist, dann

ist der Gewinn V h
1 − V h

0 = 1 + r − 1 = r > 0 risikolos und

strikt positiv; aber h ist keine Arbitrage!

ii.) Es gibt genau dann eine Arbitrage, wenn es einen kos-

tenlosen nicht negativen von Null verschiedenen risikolosen

4Gemeint ist ein nicht negativer von Null verschiedener Gewinn.



Gewinn gibt, d.h. ein h mit

V h
0 = 0

0 ̸= V h
1 = Gh

1 ≥ 0.

Das ist so, da V h
1 = Gh

1 unter der Vorsetzungen V h
0 = 0 ist.

1.2.8 Bemerkung: Für den diskontierten Gewinn Gh,∗ =

V h,∗
1 − V h

0 = 1
RfV

h
1 − V h

0 ist die Geldmarktposition h0 irre-

levant: Wenn h1 und h2 zwei Handelspositionen mit h1,i =

h2,i, i = 1, ..., N sind, dann ist Gh1,∗ = Gh2,∗; unabhängig

von den Werten h1,0 bzw. h2,0.

1.2.9 Bemerkung: Es gibt einen weiteren Zusammenhang

� auÿer dem aus 1.2.7 � zwischen Arbitrage und Gewinn,

der durch die folgenden beiden Behauptungen erklärt wird.

Relevant ist dabei der diskontierte Gewinn.

Behauptung: Es gibt genau dann eine Arbitrage, wenn es

ein h ∈ RN+1 mit 0 ̸= Gh,∗ ≥ 0 gibt; dabei ist Gh,∗ =
1
RfV

h
1 − V h

0 der diskontierte Gewinn der Handelsposition

h.

Behauptung: Ist h = (h1, ..., hN)
T ∈ RN eine Handelsposi-

tion für die riskanten Anlageformen mit 0 ̸= Gh,∗ ≥ 0. Dann

ist h′ = (h0, h1, ..., hN), h0 = −h • S0 eine Arbitrage.



1.2.10 Bemerkung: Wir beobachten

Gh,∗ ≥ 0

⇔ 1

Rf
V h
1 ≥ V h

0

⇔ V h
1

V h
0

≥ Rf

⇔ V h
1

V h
0

− 1 ≥ r

⇔ V h
1 − V h

0

V h
0

≥ r.

Wenn die Renditen V h
1 −V h

0

V h
0

der Handelsstrategie (die unab-

hängig von h0 ist) in allen Zuständen mindestens so hoch

wie die Geldmarktrendite und von Null verschieden ist, dann

gibt es eine Arbitrage.

Wir können auch

V h
1 − V h

0

V h
0

− r > 0

betrachten. Wenn es eine Strategie mit einer (unter allen

Umständen) nicht-negativen von Null verschiedenen Über-

schussrendite gibt, dann gibt es eine Arbitarge

1.2.11 Bemerkung(Geometrische Interpretation von 0 ̸=
Gh,∗ ≥ 0): Ein diskontierter Arbitrage-Gewinn liegt also im Baustelle ....

ersten Quadranten (ohne den Nullpunkt). Diese Beobachtung

wird sich noch als besonders nützlich erweisen

1.2.12 Bemerkung: Wenn h mit V h
0 = 0 eine sogenannte



Selbstmord-Handelsstrategie mit 0 ̸= Vh
1 ≤ 0 ist, dann

ist −h eine Arbitrage. Ist h eine Arbitrage, dann ist −h eine

Selbstmord-Strategie.

1.2.13 Bemerkung: Bei Arbitragefreiheit gilt: Wenn h ∈
RN+1 eine Handelsposition mit V h

0 = 0 und V h
1 ̸= 0 ist,

dann kann Vh
1 ≥ 0 nicht gelten. In Beweisen werden wir

das so machen: Wir zeigen (durch Fallunterscheidung) für

h ∈ RN+1 mit V h
0 = 0 und V h

1 ̸= 0 gibt es stets ein j mit

V h
1 (ωj) < 0.

Bei Arbitragefreiheit gilt sogar : Wenn h ∈ RN+1 eine Han-

delsposition mit V h
0 = 0 und V h

1 ̸= 0 ist, dann gibt es i, j mit

V h
1 (ωi) > 0, V h

1 (ωj) < 0. Würde V h
1 (ωi) ≤ 0 für alle i ̸= j

und V h
1 (ωj) < 0 gelten, dann wäre h ∈ RN+1 eine Selbst-

mordstrategie. Dann ist −h eine Arbitragemöglichkeit.

1.2.14 Beispiel: Es sei wieder r = 1
9, S0 = 5, S1(ω1) =

60
9 , S1(ω2) =

40
9 . p1 =

3
4, p2 =

1
4. Dann gilt Arbitragefreiheit.

Wenn h = (h0, h1)
T eine Handelsstrategie mit V h

0 = 0 ist,

dann ist h0+5h1 = 0. Also h0 = −5h1. Für die Auszahlung

gilt

V h
1 =

(
10
9

−10
9

)
h1

V h
1 ̸= 0 impliziert h1 ̸= 0. Also gibt es zwei Fälle.

i.) Wenn h1 > 0 gilt, dann ist V h
1 (ω2) < 0. Also keine



Arbitragemöglichkeit.

ii.) Wenn h1 < 0 gilt, dann ist V h
1 (ω1) < 0. Also keine

Arbitragemöglichkeit.

Es kann also in diesem EPFMM keine Arbitragemöglichkei-

ten geben.

Wie in der vorherigen Bemerkung angegeben, gibt es im Fall

h1 > 0 einerseits einen Zustand mit einer negativen Auszah-

lung; nämlich j = 2. Es gibt aber auch einen Zustand mit

einer positiven Auszahlung; nämlich j = 1.

1.2.15 Bemerkung: Arbitragemöglichkeiten sind beliebig

skalierbar: Wenn h eine Arbitragemöglichkeit ist, dann ist

für alle α > 0 auch αh eine Arbitragemöglichkeit.

1.2.16 Satz: h ist genau dann eine Arbitragemöglich-

keit, wenn V h
0 = 0,Vh

1 ≥ 0 und EP(Vh
1 ) > 0.

1.2.17 Satz: Wenn es eine Handelsstrategie h ∈ RN+1 mit

V h
0 < 0, V h

1 ≥ 0 gibt, dann gibt es eine Arbitragemöglichkeit.

1.2.18 Bemerkung:Handelsstrategien wie im vorhergehen-

den Satz werden in anderen Quellen ebenfalls Arbitragemög-

lichkeit genannt (so beispielsweise in Du�e [9, Seite 3]). Sol-

che Handelsstrategie sind noch besser als die Arbitragemög-

lichkeiten gemäÿ unserer De�nition: Man hat den �nanziellen



Vorteil schon in t = 0. Man könnte diesen Vorteil auf dem

Geldmarkt anlegen und hätte dann in jeden Zustand eine

positive Auszahlung; also eine starke Arbitrage.

1.2.19 De�nition:Das EPFMM heiÿt arbitragefrei, wenn

es keine Arbitrage gibt.

1.2.20 Bemerkung: Wir werden im folgenden Arbitrage-

freiheit als eine plausible und vernünftige Eigenschaft eines

EPFMM au�assen.5

Wenn es eine Arbitrage gäbe, dann könnte ein Anleger seinen

Nutzen � diesen Begri� werden wir formal erst später einfüh-

ren � grenzenlos steigern. Übliche Optimierungsprobleme der

Portfoliotheorie hätten keine Lösung (vgl. Du�e [9, S. 5f]).

Wenn es eine Arbitrage gäbe, dann wäre zudem die Annah-

me exogener Preise sehr fragwürdig. Anleger hätten schlieÿ-

lich Interesse an SEHR groÿen Arbitragepositionen. Es ist

dann plausibel, dass sich Preise so anpassen, dass die Arbi-

tragemöglichkeit verschwindet.

1.2.21 Satz (Law of one price, LOOP):Wenn das EPFMM

arbitragefrei ist, dann gilt das Law of one price (LOOP):

Vh1
1 = Vh2

1 ⇒ V h1
0 = V h2

0 .

5Sollte Ihnen eine Arbitrage bekannt sein, so wäre es sehr wünschenswert, wenn
Sie mir diese Strategie vertraulich mitteilen würden. Email an mj ät mathstat.de



In Worten: Wenn zwei Positionen identische Auszahlungspro-

�le haben, dann müssen sie bei Arbitragefreiheit auch den

gleichen Preis haben.

1.3 Risikoneutralwahrscheinlichkeiten

▶ Es ist einfach eine sichere Auszahlung X zu bewerten.

Der faire Preis muss pX = X
1+r . Wenn die Auszahlung riskant

ist, dann könnten man versucht sein, die Formel pX = E(X)
1+r

zur Bewertung zu verwenden. Die Formel funktioniert sogar,

aber mit einen Twist. Der Twist besteht darin, dass man

nicht die Wahrscheinlichkeiten p1, p2, ..., pK nimmt, sondern

solche Wahrscheinlichkeiten q1, q2, ..., qK , so dass die Glei-

chung stimmt. Das klingt nach Pippi Langstrumpf: ich mach

mir die Welt; widewide wie sie mir gefällt. In der Tat ist

die Er�ndung ein Geniestreich, der eine neue Welt erscha�t:

die Q-Welt bzw. die Risikoneutral-Welt. In dieser Welt kann

man, wie wir sehen werden, groÿartige Dinge machen. Die

folgenden De�nition ist von herausragender Bedeutung.

▶ Bewertung (das erste mal) ...

▶ Natürlich ergibt sich die Frage, ob (unter welchen Bedin-

gungen) es solche magischen Wahrscheinlichkeiten wirklich

gibt. Wir werden sehen, dass des solche WAhrscheinlichkei-

ten genau dann gibt, es keine Arbitragemöglichkeiten gibt.

Es fügt sich also alles ganz wunderbar.



1.3.1 De�nition: Ein Wahrscheinlichkeitsmaÿ Q heiÿt Ri-

sikoneutralwahrscheinlichkeitsmaÿ oderMartingalwahr-

scheinlichkeitsmaÿ, falls

i.) Q(ω) > 0 für alle ω ∈ Ω.

ii.) Für alle i = 1, ..., N gilt

Si
0 = EQ

(
Si
1

Rf

)
=

K∑
k=1

qk
Si
1(ωk)

Rf

= EQ (Si∗
1

)
=

K∑
k=1

qkS
i∗
1 (ωk).

Die N Gleichungen kann man mit Matrizen in einer Glei-

chung zusammenfassen:

S0 = (S∗
1)

Tq.

Dabei ist qi = q(ωi) = Q(ωi) und

S∗
1 =



S1
1(ω1)

Rf ...
SN−1
1 (ω1)

Rf

SN
1 (ω1)

Rf

S1
1(ω2)

Rf ...
SN−1
1 (ω2)

Rf

SN
1 (ω2)

R
f
1

: : : :
S1
1(ωK)

Rf ...
SN−1
1 (ωK)

Rf

SN
1 (ωK)

Rf

 ∈ M(K,N,R)

ist die Matrix der diskontierten Wertpapierauszahlun-

gen (also ohne eine Spalte für den Geldmarkt).

Die Menge aller Risikoneutralwahrscheinlichkeitsma-

ÿe bezeichnen wir mit M.



1.3.2 Bemerkung: i.) Ein Vektor q ∈ RK mit qi > 0 für

alle i = 1, ...., K de�niert genau dann eine Risikoneutral-

wahrscheinlichkeitsmaÿ Q mit Q(ωi) = qi, wenn

S̄0 = (A∗)Tq

gilt. Dabei ist

A∗ =


1

S1
1(ω1)

Rf ...
SN−1
1 (ω1)

Rf

SN
1 (ω1)

Rf

1
S1
1(ω2)

Rf ...
SN−1
1 (ω2)

Rf

SN
1 (ω2)

Rf

: : : : :

1
S1
1(ωK)

Rf ...
SN−1
1 (ωK)

Rf

SN
1 (ωK)

Rf

 ∈ M(K,N + 1,R)

die Matrix der diskontierten Auszahlungen aller Anlagefor-

men und

S̄0 =


1

S1
0

:

SN
0

 .

ii.) Wir erhalten im Gleichungssystem S̄0 = (A∗)Tq eine

Gleichung je Anlageform: N für die N Basiswertpapiere und

eine für den Geldmarkt; also insgesamt N + 1 Gleichungen.

Dabei entspricht die Gleichung für den Geldmarkt gerade der

Gleichung, dass sich die Wahrscheinlichkeiten zu Eins addie-

ren. Eine Lösung des Gleichungssystem S̄0 = (A∗)Tq ist aber

nicht automatisch eine risikoneutrale Zähldichte. Die Lösung

muss zudem qi > 0 erfüllen!



1.3.3 Beispiel: i.) Es sei wieder r = 1
9, S0 = 5, S1(ω1) =

60
9 , S1(ω2) =

40
9 . p1 = 3

4, p2 = 1
4. Gibt es Risikoneutralwahr-

scheinlichkeiten?

Wir betrachten das lineare Gleichungssystem S̄0 = (A∗)Tq,

d.h. (
1 1

6 4

)(
q1

q2

)
=

(
1

5

)
.

Dieses lineare Gleichungssystem hat die eindeutige Lösung

q1 =
1
2, q2 =

1
2. Wir haben also Risikoneutralwahrscheinlich-

keiten gefunden!

ii.) Es sei jetzt r = 1
3, S0 = 5, S1(ω1) = 60

9 , S1(ω2) = 40
9 .

p1 =
3
4, p2 =

1
4.

Wir betrachten wieder S̄0 = (A∗)Tq; diesmal erhalten wir

das Lineare Gleichungssystem(
1 1

5 10
3

)(
q1

q2

)
=

(
1

5

)
.

Dieses lineare Gleichungssystem hat die eindeutige Lösung

q1 = 1, q2 = 0. Diese Werte bilden jedoch keine Risikoneu-

tralwahrscheinlichkeiten, denn q2 = 0. Es kann keine Risiko-

neutralwahrscheinlichkeiten geben, denn die müssten das obi-

ge lineare Gleichungssystem lösen. Dieses lineare Gleichungs-

system hat aber nur die eine Lösung q1 = 1, q2 = 0 und die

de�nieren keine Risikoneutralwahrscheinlichkeiten.



Für die Spezi�kation i.) gab es keine Arbitragemöglichkeit

aber es gab Risikoneutralwahrscheinlichkeiten. Für die Spe-

zi�kation ii.) gab es Arbitragemöglichkeiten aber es gab keine

Risikoneutralwahrscheinlichkeiten. Wir werden gleich sehen,

dass das kein Zufalls ist.

1.3.4 Bemerkung: Wenn Q ∈ M ein Risikoneutralwahr-

scheinlichkeitsmaÿ ist, dann gilt für alle Basiswertpapiere

Si
0 = EQ

(
Si
1

Rf

)
.

Wir erhalten also den aktuellen Preis als Erwartungswert des

diskontierten zukünftigen Wertes. Es ist sehr wichtig, dass

diese Identität mit P (anstatt mit Q) im Allgemeinen nicht

gilt. Im Allgemeinen ist Si
0 ̸= EP (Si

1/R
f
)
. Wären Anleger ri-

sikoneutral (auf die formale De�nition von risikoneutral müs-

sen wir noch warten), dann würde Si
0 = EP (Si

1/R
f
)
gelten.

Dementsprechend ist die Formulierung populär, dass in der

Q-Welt Risikoneutralität gilt. Es gibt aber nur eine Welt; die

P-Welt. Die Q-Welt ist eine genial ausgedachte Welt der Fi-

nanzmathematik.

Das bedeutet also nicht, dass man für die Anwendbarkeit der

Formeln/Theorie unterstellen würde, dass Anleger tatsäch-

lich risikoneutral sind. Wenn man mit gewechselten Wahr-

scheinlichkeiten rechnet, dann kann man so rechnen, als ob

Anleger risikoneutral wären. Die transformierten Wahr-

scheinlichkeiten erfassen dabei die Risikoaversion. Im

Fall K kann man folgendes Beobachten. Der Anleger nutzt



rechnet mit pessimistischerenWahrscheinlichkeiten: Die Wahr-

scheinlichkeit des ungünstigen Ereignisses wird hoch gesetzt;

das beobachten wir jetzt in einem Beispiel.

1.3.5 Bemerkung: Um die Rolle der Risikoneutralwahr-

scheinlichkeiten zu verstehen, betrachten wir eine Lotterie

mitX1(ω1) = 50, X1(ω2) = 100 und P({ω1}) = p = 1
2,P({ω2}) =

1 − p = 1
2. Wenn man an dieser Lotterie teilnehmen will,

dann muss man einen Preis V zahlen. Wie kann man den

(höchsten für Kunden akzeptablen) Preis der Lotterie cha-

rakterisieren? Eine denkbare Antwort ist EP(X1) = 75. Dies

ist schlieÿlich die erwartete Auszahlung (der durchschnitt-

liche Gewinn bei ∞-vielen unabhängigen Wiederholungen).

Diese Antwort ist jedoch unbefriedigend. Angenommen wir

betrachten eine zweite Lotterie: X2(ω1) = 70, X2(ω2) = 80.

Dann ist (ebenfalls) EP(X2) = 75. Die beiden Lotterien hät-

ten also � wenn man sich am Erwartungswert orientiert � den

gleichen Preis. Diese zweite Lotterie hat aber ein geringe-

res Risiko: Bei der zweiten Lotterie verliert man allenfalls

5 und bei der ersten 25. Angenommen wir betrachten eine

dritte Lotterie: X3(ω1) = 75, X3(ω2) = 75. Dann ist (eben-

falls) EP(X3) = 75. Alle drei Lotterien hätten � wenn man

sich am Erwartungswert orientiert � den gleichen Preis. Es

ist aber unbefriedigend, dass die unterschiedlichen Lotterien,

den gleichen Preis haben sollen, obwohl sie unterschiedlich

riskant sind. Es ist vielmehr plausibel, dass von den zwei

Lotterien mit gleichem Erwartungswert diejenige mit einem



höheren Risiko6 einen geringeren Preis hat (unpopulärer ist).

Angenommen wir würden beobachten (auf einem gut funk-

tionierenden Markt für Lotterien), dass die Lotterie X1 für

V = 70 gehandelt wird. Diesen Preis kann man als Erwar-

tungswert charakterisieren. Man muss dazu aber die Wahr-

scheinlichkeiten wechseln. Wir beobachten

70 = q · 50 + (1− q) · 100

⇔ q =
3

5
.

Wenn die Wahrscheinlichkeit des ungünstigen Ereignisses ω1

auf den höheren Wert 3
5 (anstatt 1

2) gesetzt wird, dann wird

die Aversion gegen Risiko erfasst und der Preis V der Lotterie

X1 lässt sich (trotzdem) als Erwartungswert schreiben:

EQ(X1) = q ·X1(ω1) + (1− q) ·X1(ω2)

=
3

5
50 +

2

5
100 = 70 = V.

Also: Nach demWechsel der Wahrscheinlichkeiten (von

P zu Q) liefert der mit Q berechnete Erwartungswert

den beobachteten Preis.

Wir können so rechnen, als ob Risikoneutralität gelten wür-

de, obwohl sie tatsächlich nicht gilt. Die Wahrscheinlichkeit

des ungünstigen Ereignisses wird dabei hoch gesetzt. Da-

durch wird die Risikoaversion erfasst.

6Wir gehen hier mit dem Begri� Risiko naiv um. Später werden wir sehen, dass
nicht jedes Risiko preis-relevant ist. ....



Und bei anderen Lotterien? Ist der Marktpreis für die zweite

Lotterie

EQ(X2) =
3

5
70 +

2

5
80 = 74?

Das wäre sehr bequem, denn dann könnte man alle Bewer-

tungsaufgaben mit dem Wechsel zu einem Wahrscheinlich-

keitsmaÿ linear lösen (der Erwartungswert ist ein linearer

Operator).

Es wird sich in der Tat zeigen, dass man für die Wertpapier-

bewertung nur ein für alle Bewertungsaufgaben das gleiche

Wahrscheinlichkeitsmaÿ verwenden kann; und nicht etwa

für jedes Wertpapier eine spezi�sche Anpassung der Wahr-

scheinlichkeiten.

1.3.6 Bemerkung: i.) Die Gleichung Si∗
0 = EQ (Si∗

1

)
be-

deutet, dass diskontierte Wertpapierpreise in der Q-Welt

im Durchschnitt über die Zustände unverändert blei-

ben (von t = 0 bis t = 1).

ii.) Es gilt (nur geringfügig anders formuliert als in i.)) EQ(∆Si∗
1 ) =

0. Die Aussage EQ(∆Si∗
1 ) = 0 bedeutet, dass die erwarteten

Zuwächse EQ(∆Si∗
1 ) der diskontierten Wertpapierpreise un-

ter Q Null sind. Die diskontierten Wertpapierpreise bleiben

in der Q-Welt durchschnittlich unverändert.

1.3.7 Bemerkung: Wir notieren � ebenfalls für den späte-



ren Gebrauch � die geometrische Form der obigen Aussage:

Si
0 =

K∑
k=1

qkS
i∗
1 (ωk)

⇔
K∑
k=1

qkS
i∗
1 (ωk)− Si

0

K∑
k=1

qk = 0

⇔
K∑
k=1

qk(S
i∗
1 (ωk)− Si

0) = 0

⇔ q ⊥ (Si∗
1 (ω1)− Si

0, ..., S
i∗
1 (ωK)− Si

0)
T

⇔ q ⊥ (∆S∗i
1 ).

Also: Die Zuwächse ∆S∗i
1 der diskontierten Wertpapierpreise

stehen orthogonal (bezüglich des Standardskalarprodukts)

auf der risikoneutralen Zähldichte q.

1.3.8 De�ntion: Es sei h ∈ RN+1 eine Handelsstrategie.

Wir de�nieren die diskontierte Auszahlung der Handelss-

trategie h:

(V h
1 )

∗(ωk) :=
V h
1 (ωk)

Rf
.

Ausgeschrieben gilt:

(V h
1 )

∗(ωk) =
V h
1 (ωk)

Rf
=

Rfh0 + S1
1(ωk)h1 + ...SN

1 (ωk)hN

Rf

= h0 +
S1
1(ωk)

Rf
h1 + ... +

SN
1 (ωk)

Rf
hN .



1.3.9 Bemerkung: Es sei

A∗ =


1

S1
1(ω1)

Rf ...
SN−1
1 (ω1)

Rf

SN
1 (ω1)

Rf

1
S1
1(ω2)

Rf ...
SN−1
1 (ω2)

Rf

SN
1 (ω2)

Rf

: : : : :

1
S1
1(ωK)

Rf ...
SN−1
1 (ωK)

Rf

SN
1 (ωK)

Rf

 ∈ M(K,N + 1,R)

die Matrix der diskontierten Auszahlungen aller Anlagefor-

men; also einschlieÿlich des Geldmarktes.

Die obige Gleichung (V h
1 )

∗(ωk) = h0+
S1
1(ωk)

Rf h1+...+
SN
1 (ωk)

Rf hN

für die Zufallsvariablen kann man mit Matrizen auch so an-

geben

(Vh
1 )

∗ =


1

S1
1(ω1)

Rf ...
SN−1
1 (ω1)

Rf

SN
1 (ω1)

Rf

1
S1
1(ω2)

Rf ...
SN−1
1 (ω2)

Rf

SN
1 (ω2)

Rf

: : : : :

1
S1
1(ωK)

Rf ...
SN−1
1 (ωK)

Rf

SN
1 (ωK)

Rf




h0

h1

...

hN

 = A∗h.

1.3.10 Satz: q de�niert genau dann eine Risikoneutralwahr-

scheinlichkeit Q, wenn q ≫ 0 und für alle Handelsstrategien

h ∈ RN+1 gilt:

V h
0 =

K∑
k=1

q(ωk)
V h
1 (ωk)

Rf
=

K∑
k=1

q(ωk)(V
h
1 )

∗(ωk)

= qT (Vh
1 )

∗ = q • (Vh
1 )

∗

= EQ ((V h
1 )

∗) = EQ
(
V h
1

Rf

)
.

Die Gleichung (V h
0 )

∗ = V h
0 = EQ

(
V h
1

Rf

)
= EQ ((V h

1 )
∗) bedeu-



tet, dass sich das Prinzip der Risikoneutralbewertung

von den Basiswertpapieren auf die Auszahlung belie-

biger Handelspositionen fortsetzen lässt. Diese Fort-

setzungseigenschaft ist sehr nützlich und von grundsätzli-

cher Bedeutung!

Wir haben oben in 5 Gleichungen 5 Varianten der gleichen

Aussage angegeben. Es ist je nach Zusammenhang eine der

Varianten bequemer, deshalb ist die Redundanz sinnvoll.

1.3.11 Bemerkung:Wir haben früher festgestellt, dass für

eine risikoneutrale Zähldichte q

q ⊥ (∆S∗i
1 )

gilt. Wir erhalten auch hier eine Fortsetzungseigenschaft von

den Basisprodukten auf alle erreichbaren Auszahlungspro�le.

Es gilt also analog für alle Handelsstrategien h und deren

Auszahlung V h∗
1

q ⊥ (∆(Vh
1 )

∗),∆(Vh
1 )

∗ = Vh∗
1 − V h

0

und für alle h mit V h
0 = 0 gilt

q ⊥ (Vh
1 )

∗.

Wir beobachten, dass (Vh
1 )

∗ = Vh∗
1 − V h

0 = Gh,∗. Also ist

die risikoneutrale Zähldichte orthogonal zum diskontierten

Gewinn.



1.3.12 Satz: Es seiQ eine Risikoneutralwahrscheinlichkeits-

maÿ und h eine Handelsstrategie mit V h
0 > 0. Dann gilt

EQ
[
Vh

1 − V h
0

V h
0

]
= rf .

Alle Anlageformen und sogar alle erreichbaren Pro�le haben

in der Q-Welt die gleiche erwartete Rendite; nämlich die

Rendite der risikolosen Anlageform. In der echten Welt (also

in der P-Welt) mit risikoaversen Anlegern kann das natürlich

nicht gelten. Risikoaverse Anleger wollen für die Übernah-

me von Risiken mit einer höheren erwarteten Rendite ent-

schädigt werden. Wir werden uns später ausführlich mit der

Risikoprämie beschäftigen. wo? ....

1.4 Der erste Hauptsatz der

Assetbewertung

Für die Formulierung und den Beweis des 1. Hauptsatzes sind

die folgenden Vorbereitungen nützlich. Die folgenden Argu-

mente orientieren sind an Pliska [35, Seite 13 �] und Williams

[48, Seite 34 �].

1.4.1 Satz: Es gilt

q ∈ M ⇔q ≫ 0,

K∑
i=1

qi = 1,q ⊥ V∗

⇔q ∈ V∗⊥ ∩ P+,



wobei7

V∗ = {X ∈ RK : X = (V h
1 )

∗, V h
0 = 0,h ∈ RN+1},

P+ = {p |
K∑
k=1

pi = 1,p ≫ 0}.

1.4.2 Bemerkung: i.) Wir bemerken, dass V∗ ein linearer

Unterraum von RK ist. V∗ ist der Unterraum der kostenlos

erreichbaren diskontierten Auszahlungen.

ii.) Es sei

A = {X ∈ RK : X ≥ 0 und X ̸= 0}.

A ist die Menge aller (auch möglicherweise nicht erreichba-

ren) denkbaren Auszahlungen, die � wenn sie kostenlos er-

reichbar sind � zu Arbitragemöglichkeiten gehören.

Arbitragefreiheit bedeutet demnach V∗ ∩ A = ∅.

iii.) Es sei

V = {X ∈ RK : X = (V h
1 ), V

h
0 = 0,h ∈ RN+1}.

Es gilt: V ̸= ∅ genau dann, wenn V∗ ̸= ∅. Die Menge V ist

natürlicher als V∗, trotzdem verwenden wir V∗. Es gilt: q de-

�niert genau dann ein Risikoneutralwahrscheinlichkeitsmaÿ,

wenn q ≫ 0,
∑K

i=1 qi = 1,q ⊥ V∗ gilt. In dieser Äquivalenz

ist V∗ relevant und wir interessieren uns für Risikoneutral-

wahrscheinlichkeiten.
7x ≫ 0 bedeutet xi > 0 für alle i.



1.4.3 Satz über die trennende Hyperebene: Es sei U

ein linearer Unterraum des RK und C ⊂ RK eine konvexe,

abgeschlossene und beschränkte Menge von RK und es gelte

U ∩ C = ∅. Dann gibt es eine Hyperebene H = {x : x•n =

0} mit U ⊂ H und p • n > 0 für alle p ∈ C.

Wir beachten auch: Wegen U ⊂ H gilt auch für alle u ∈ U

die Orthogonalitätseigenschaft u • n = 0.

Beweis: Vgl. Williams [48, Abschnitt 3.6].

1.4.4 Erster Hauptsatz: Es sei

V∗ = {X ∈ RK : X = (V h
1 )

∗, V h
0 = 0,h ∈ RN+1},

A = {X ∈ RK : X ≥ 0 und X ̸= 0}.

Dann gilt

V∗ ∩ A = ∅ ⇔ M ̸= ∅.

Es gibt genau dann ein Risikoneutralwahrscheinlich-

keitsmaÿ, wenn Arbitragefreiheit gilt.

1.4.5 Bemerkung: Wenn es ein Risikoneutralwahrschein-

lichkeitsmaÿ gibt, dann können wir die Risikoneutralbewer-

tungsmethoden verwenden. Das wäre schön. Arbitragefrei-

heit ist eine vernünftige Annahme. Genau dann wenn diese

Voraussetzung erfüllt ist, dann gibt es ein Risikoneutralwahr-

scheinlichkeitsmaÿ. Es fügt sich also sehr schön.



Der erste Hauptsatz heiÿt aus mit gutem Grund Hauptsatz.

Genau unter der vernünftigen Voraussetzung der Arbitrage-

freiheit gibt es ein Wahrscheinlichkeitsmaÿ Q, so dass

V h
0 = EQ

(
V h
1

1 + r

)
.

1.5 Bewertung bedingter Auszahlungen

Die Bewertung von Derivaten gehört zu den Basiskompe-

tenzen eines Finanzmathematikers. Wir de�nieren bedingte

Auszahlungen, die uns als Modell für Derivate dienen.

1.5.1 De�niton: Eine bedingte Auszahlung8 ist eine Zu-

fallsvariable9 X : Ω → R, ω 7→ X(ω).

1.5.2 De�niton: Eine bedingte Auszahlung X heiÿt repli-

zierbar oder erreichbar, wenn es eine Handelsstrategie h

mit V h
1 = X gibt. h heiÿt dann die replizierende Han-

delsstrategie für X. V h
0 nennt man die Replikationskos-

ten von X.

1.5.3 Bemerkung: Wir bemerkten, dass die Replikations-

kosten für X wohlde�niert sind. In der Tat: Wir bemerken,

dass die Replikationskosten unabhängig von der replizieren-

den Strategie sind (wegen LOOP, vgl. Satz 1.2.21): Wenn h1

8Die Auszahlung erhält der Inhaber im Zeitpunt t = 1.
9Zufallsvariablensind im Allgemeinen messbar. Die müssen wir hier nicht angeben,
da A = P(Ω) ist.



und h2 beide das Pro�l X replizieren, dann haben h1 und h2

die gleichen Anscha�ungskosten, d.h. es gilt Vh1
0 = Vh2

0 .

1.5.4 Bemerkung: V h
1 = X gilt genau dann, wenn Ah =

X gilt. Die Frage nach der Replizierbarkeit entspricht also

der Lösbarkeit des linearen Gleichungssystems Ah = X. In

der Terminologie der Linearen Algebra: X ist in dem Raum,

der von den Spalten von A erzeugt wird: X ∈ Col(A).

1.5.5 De�niton:Wir betrachten ein arbitragefreies EPFMM

und fügen eine weitere Anlagemöglichkeit hinzu. pX sei der

Preis zu dem der Anleger das Finanzprodukt mit der Aus-

zahlung X kaufen kann. Wenn das erweiterte EPFMM

arbitragefrei bleibt, dann heiÿt der Preis pX mit Arbitra-

gefreiheit vereinbar bzw. fair.

Die Auszahlungsmatrix des erweiterten EPFMM bezeich-
nen wir mit

Ã :=


Rf

1 S1
1(ω1) ... SN−1

1 (ω1) SN
1 (ω1) X(ω1)

Rf
1 S1

1(ω2) ... SN−1
1 (ω2) SN

1 (ω2) X(ω2)

: : : : : :

Rf
1 S1

1(ωK) ... SN−1
1 (ωK) SN

1 (ωK) X(ωK)

 ∈ M(K,N + 2;R)

und den Vektor der Preise des erweiterten EPFMM mit

¯̄S0 =


1

S0

pX

 .

▶ Die Aufgabe des Finanzmathematikers besteht jetzt darin,



den fairen Preis oder die fairen Preise zu ermitteln. Wir ler-

nen zunächst zwei Bewertungsmethoden kennen: Bewertung

durch Replikation und das Risikoneutralbewertungsprinzip.

Später werden wir drei weitere Methoden kennen lernen.

1.5.6 Satz (Bewertung durch Replikation):Das EPFMM

sei arbitragefrei und X mit der Handelsstrategie h replizier-

bar, d.h. V h
1 = Ah. Dann ist

pX = V h
0

der einzige faire Preis für X.

1.5.7 Satz (Risikoneutralbewertungsprinzip):Das EPFMM

sei arbitragefrei und X eine replizierbare bedingte Auszah-

lung. Dann gilt für den fairen Preis von X

pX = EQ
(
X

Rf

)
,

wobeiQ (irgend-)ein Risikoneutralwahrscheinlichkeitsmaÿ ist.

1.5.8 Bemerkung: Wenn für alle ω∗ Derivate mit Auszah-

lung

Xω∗(ω) =

{
Rf : falls ω = ω∗

0 : sonst.

für pXω∗ gehandelt werden (oder durch Portfolios hω∗ repli-

ziert werden können), dann erhält man eine Technik, um die



Risikoneutralwahrscheinlichkeiten zu ermitteln:

(V
hω∗
0 =) pXω∗ = E

(
Xω∗

Rf

)
=
∑
ω

Q(ω∗)
Xω∗

Rf
= Q(ω∗).

Da sich diese Wahrscheinlichkeiten aus den beobachteten Prei-

sen (implizit) ergeben, spricht man von impliziten Risiko-

neutralwahrscheinlichkeiten. Man kann auch sagen, dass

die Preise die Risikoneutralwahrscheinlichkeiten o�enlegen.

Die impliziten Risikoneutralwahrscheinlichkeiten kann

man auch auf Basis der folgenden bedingten Auszahlungen

ermitteln:10

XBF
ω∗ (ω) =

{
1 : falls ω = ω∗

0 : sonst.

Man ermittelt Handelsstrategie hBF
ω∗ , dieX

BF
ω∗ replizieren. Dann

gilt11

RfV
hBF
ω∗

0 = Q(ω∗).

▶ Für den späteren Gebrauch notiernen wir noch die folgende

Bemerkung.

1.5.9 Bemerkung: i.) Es sei h eine Handelsstrategie und

10BF steht für Butter�y.
11Vgl. auch Hull [13, Seite 468] für diese Methode (in einem anderen Kontext).

Die Werte V
hBF
ω∗

0 entsprechen den sogenannten Zustandspreisen, die wir ab ??

behandeln.



Q1, Q2 Risikoneutralwahrscheinlichkeiten. Dann gilt

EQ1

(
V h
1

Rf

)
= EQ2

(
V h
1

Rf

)
und

EQ1
(
V h
1

)
= EQ2

(
V h
1

)
.

ii.) Wenn X replizierbar ist und Q1, Q2 Risikoneutralwahr-

scheinlichkeiten.

EQ1

(
X

Rf

)
= EQ2

(
X

Rf

)
und

EQ1 (X) = EQ2 (X) .

1.6 Vollständige Finanzmärkte und

Eindeutigkeit des

Risikoneutralwahrscheinlichkeitsmaÿ

1.6.1 De�niton: Das EPFMM heiÿt vollständig, wenn es

für jede bedingte Auszahlung X ∈ RK eine replizierende

Strategie h gibt.



1.6.2 Bemerkung: Wir betrachten die Auszahlungsmatrix

A =


Rf(ω1) S1

1(ω1) ... SN−1
1 (ω1) SN

1 (ω1)

Rf(ω2) S1
1(ω2) ... SN−1

1 (ω2) SN
1 (ω2)

: : : : :

Rf(ωK) S1
1(ωK) ... SN−1

1 (ωK) SN
1 (ωK)


und eine bedingte Auszahlung X. Es gibt genau dann eine

replizierende Handelsstrategie h ∈ RN+1, wenn das lineare

Gleichungssystem

Ah = X

eine Lösung h ∈ RN+1 hat.

Vollständigkeit bedeutet also, dass das lineare Gleichungssys-

tem für jede rechte SeiteX ∈ RK lösbar ist. Dies ist genau

dann der Fall, wenn die Matrix A den Rang K hat (wenn

die Matrix A K linear unabhängige Spalten hat), so dass die

Spalten von A den ganzen Raum RK aufspannen. Mit noch

anderen Worten: Die Spalten bilden ein Erzeugendensystem

des RK .

Wir haben den folgenden Satz bewiesen:

1.6.3 Satz: Das EPFMM ist genau dann vollständig, wenn

Rang A = K ist.

1.6.4 Zweiter Hauptsatz: In einem arbitargefreien EPFMM

gilt Vollständigkeit genau dann, wenn es genau ein Risiko-



neutralwahrscheinlichkeitsmaÿ gibt.

Mit anderen Worten: In einem arbitargefreien EPFMM

ist die Vollständigkeit äquivalent zur Eindeutigkeit des

Risikoneutralwahrscheinlichkeitsmaÿes.

Vorsicht: Die Formulierung Vollständigkeit ist äquivalent

zur Eindeutigkeit ist üblich aber ungenau! In einem vollstän-

digen EPFMM kann es Arbitragemöglichkeiten geben. Dann

gibt es (natürlich) kein Risikoneutralwahrscheinlichkeitsmaÿ.

1.6.5 Bemerkung:Wenn das EPFMM vollständig ist, dann

hat A ∈ M(K,N + 1;R) den Rang K. O�enbar hat dann

auch A∗ ∈ M(K,N + 1;R) den Rang K. Der Rang von

(A∗)T ∈ M(N + 1, K;R) und von A∗(A∗)T ist ebenfalls K

(vgl. z.B. Garcia und Horn [6, S. 303] oder Meyer [32, S.

212]). Also ist A∗(A∗)T eine K × K Matrix mit Rang K;

also ist A∗(A∗)T invertierbar. Wir erhalten damit eine ge-

schlossene Formel für die Risikoneutralwahrscheinlichkeiten

q. In der Tat, aus der Bewertungsformel (A∗)Tq = S̄0 folgt,

dass A∗(A∗)Tq = A∗S̄0. Schlieÿlich

q =
(
A∗(A∗)T

)−1
A∗ S̄0.

Wir haben einen alternativen (auch kurzen Beweis) für die

Implikation, Arbitragefrei und Vollständigkeit impliziert Ein-

deutigkeit, gefunden. In der Tat: Wenn q1,q2 Vektoren mit

Risikoneutralwahrscheinlichkeiten sind, dann gilt (A∗)Tqi =

S̄0, i = 1, 2. Dann sind die beiden qi auch Lösungen der li-



nearen Gleichung A∗(A∗)Tqi = A∗S̄0. Die K × K Matrix

A∗(A∗)T hat den Rang K. Dann ist die Lösung des linearen

Gleichungssystems eindeutig bestimt. Also q1 = q2.

1.6.6 Bemerkung: Wenn das arbitragefreie EPFMM voll-

ständig ist, dann gibt es für alle bedingten Auszahlungen

nur einen Preis, der mit Arbitragefreiheit vereinbar ist und

diesen Preis kann man mit den Formeln pX = V h
0 oder

pX = EQ(X/B) berechnen. Also: Die Finanzpreise der das Die Preise der

Basiswerpa-

piere erfüllen

untereinander

Arbitra-

gefreiheit.

.....

EPFMM de�nierenden Anlagemöglichkeiten (denBasiswert-

papieren) legen die Preise beliebiger bedingter Auszahlun-

gen (den Derivaten) eindeutig fest. Ermittelt werden rela-

tive Bewertungen; relativ zu den Basiswertpapieren.

1.7 Unvollständige Märkte und

Arbitragegrenzen

Wenn das arbitragefreie EPFMM unvollständig ist, dann gibt

es für nicht replizierbare Auszahlungen viele Preise, die mit

Arbitragefreiheit vereinbar sind. Diese Aussage wird im fol-

genden substantiviert, wobei wir uns an Pliska [35] und Wil-

liams [48] orientieren. Wir werden die Grenzen ermitteln zwi-

schen denen die Preise liegen, die mit Arbitragefreiheit ver-

einbar sind.

1.7.1 De�nition: Es seiX eine bedingte Auszahlung und es

gelte Arbitragefreiheit. Es seiQ ein Risikoneutralwahrschein-



lichkeitsmaÿ. Wir de�nieren die folgenden Operatoren12 auf

der Menge der bedingten Auszahlungen Wir suchen die

preiswerteste

Superre-

plikation.

.....V +(X) = inf{EQ[Y/R1] |Y ≥ X,Y replizierbar },

V −(X) = sup{EQ[Y/R1] |Y ≤ X,Y replizierbar }.

Beachte, dass die Wahl von Q ∈ M irrelevant ist: da Y re-

plizierbar ist, nimmt EQ[Y/R1] für alle Q ∈ M den gleichen

Wert an.

Ein erreichbares Auszahlungspro�l Y mit Y ≥ X heiÿt

Superreplikation von X. Da Y mindestens so gut wie X

ist, sind plausible Preise vonX kleiner oder gleich dem fairen

Preis EQ[Y/R1] von Y. Das gilt für alle Superreplikationen

von X. Wir erhalten deshalb mit V +(X) die kleinste obere

Schranke, da wir das In�mum bilden.

Ein erreichbares Auszahlungspro�lY mitY ≤ X heiÿt Sub-

replikation von X. Wir erhalten mit V −(X) die gröÿte un-

tere Schranke, da wir das Supremum bilden.

V +(X) und V −(X) heiÿen obere bzw. untere Arbitrage-

grenze.

1.7.2 Satz: Es sei X eine bedingte Auszahlung und es gelte

Arbitragefreiheit. Es gibt replizierbareY+,Y− mit V +(X) =

EQ[Y+/R1] bzw. V −(X) = EQ[Y−/R1]. Für nicht replizier-

bare X gilt zudem: X ̸= Y+ ≥ X und X ̸= Y− ≤ X.

12Wir sprechen von Operatoren, da sie auf Abbildungen angewendet werden.



1.7.3 Bemerkung: Obwohl also V +(X) = EQ[Y+/R1] gilt,

kann Y+ = X nicht gelten; sonst wäre X replizierbar (mit

h∗). Also muss Y+(ω) > X(ω) für mindestens ein ω ∈ Ω

gelten.

1.7.4 Satz: In einem arbitargefreien EPFMM gilt, dass X

genau dann nicht replizierbar ist, wenn V +(X) > V −(X) ist.

1.7.5 Satz: Es sei X eine nicht-replizierbare bedingte

Auszahlung. Es gibt genau dann eine Arbitrage, wenn die

bedingte Auszahlung in t = 0 zu einem Preis p ≥ V +(X)

oder zu einem Preis p ≤ V −(X) gehandelt wird. Für p ∈
(V −(X), V +(X)) bleibt die Arbitragefreiheit erhalten.
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