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Ziehungen

mit Wiederholung

ohne Wiederholung

Reihenfolge relevant n

k

(n)x

Reihenfolge irrelevant

()

Belegungen (Behilter unterscheidbar)

mit Mehrfachbelegung

(i)

ohne Mehrfachbeleg.

unterscheidbare Kugeln n

k

(n)x

nicht-unterscheidbare Kugeln

Einige diskrete Verteilungen:

(%)

(%)

Symbol ...-Verteilung Zahldichte p(k) = P(X = k) E(X) V(X)
U(n) Gleich pk)=1 k=1,....,n ntl w1
Bin(n, p) Binomial pk) = ())p* (1 —p)"F, k=0,...,n np np(1 — p)
NB(r,p) neg. Binomial p(k) = (Hi*l)p’"(l —p)¥, ke Ny r(lj:p) T(;%p)
Poi()) Poisson p(k) = e -2 keN A A
Geo(p) Geometrisch p(k) = p(1 —p)k, k € Ny lr%p 112;21)

- (D) kM | N—k kM kM
HGeo(p1, ..., pr) | Hypergeometrisch | p(l) = o B s (1- 5%
Multi(p1, ..., px) | Multinomial p((n1,...,ng)) = (m’.ﬁnK)p?l e PRE



www.mathfred.de

Einige absolutstetige Verteilungen:

Symbol ...-Verteilung | Dichte f(x) E(X) V(X)
U(a, b) Gleich A a<z<b ot (b=a)”
I(a, A) Gamma % T leTA g >0 3 3z
. Y 1 1
Exp()) Exponential | Ae™* >0 X vl
2.=T (ﬂ 1) | Chi Quadrat e LR n 2n
Xn - 299 2n/21“(n/2) )
2 r(s) (e-p)?\ % y
t(v, p,0°) (Student) t NZIRE (1 + = > L -5
—_ )2
N(p, 0?) Normal a\}ﬂ p <—($20‘§) ) 1 o?
1 .
o2 2 2
LN(u,0?) Log-Normal zx (_(ln@)_u) ) 0 et ta/2 | g2t (¢
p 202 y X >
Par(a, d) Pareto ﬁ%‘ﬁ, x>d>0 aa—fl %
n Fakultit o-Algebra Q) # ()
nl=n-(n—1)-..-2-1) (1) QerF

Multinomialkoeffizient

< n ) n!
ni,....ng)  nilngl..ng!

fallende Faktorielle

(ng=n-(n—1)-n—=2)-..-(n—k+1)
n!

 (n—k)!

Binomialkoeffizienten

(1) = o

Multimengenkoeflizient

@01

AeF=A=Q\ A

AieFieN=|JAerF
=1

Wahrscheinlichkeitmaft P : 7 — [0, 1]
P(Q2) =1

P <L—|_-J AZ-> = P(4).
i=1 i=1
Regel fiir P

P(0) =0

P(Aw B) = P(A) + P(B)

P(A%) = 1 — P(A)

AC B,P(B\ A) =P(B) — P(A)
P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B)
P(AAB) = P(A) + P(B) — 2P(AN B)



Bedingte Wahrscheinlichkeit (3 P(B) # 0)

P(AB) — W (18)
Unabhingigkeit
P(AN B) =P(A)P(B). (19)

Fiir eine Familie von Ereignissen A;. Fiir alle endlichen
JclI

P| (4| =[P (20)
Jje€J jeJ
Multiplikationsformel
P(AiNAyN..NA,)
:P(An‘Al Nn...N An—l)'
P(ATL—1’A1 n..N An_Q)-
-P(Az|Aq)...
P(A) (21)

Fallunterscheidungsformel (n Fille), Cocktail-
formel

P(A) = P(A|B1)P(B1)+

.+ P(A|B,)P(B,) (22)

Fallunterscheidungsformel (2 Fille), Cocktail-
formel

P(A) = P(A|B)P(B) + P(A|B°)P(B°). (23)
Bayes (n Fille)
_ P(A|B;)P(B;)
FE) = 5AB)RB) + .. + BABE(B,
_ P(A[B;)P(B;)
TR (29)
Bayes (A und A°)
_ P(A|B)P(B)
FEW = samem)  paBIRB Y
_ FABFE) )
Mehrstufige Experimente
Q=01 X ... x Qp, (28)
IP’(w) = Pl(wl) . IP)Q(LL)2|(U1) ca Pn(wn|w1, ,wn_l)
(29)
P(A) =) Plw). (30)
weA

Prinzip von Inklusion und Exklusion

JP’( U Ai) => P(A)
i=1,....,n
— Z P(AZ N A])

i<y
+ > PANANAL) — ..
i<j<k
+H(=1)"TP(A; N Ay NN Ay)

Limsup A;

limsup A4; := ﬁ [j Ap

n=1k=n

= {w| fiir co-viele 7 gilt w € A;}

= ,00-viele der Ergeb. A; treten ein

Liminf A;

n=1k=n

= {w| fiir alle bis auf endl. viele i : w € A;}

= ,alle bis auf endl. viele der Ergeb. A;

treten ein”

Borel-Cantelli
> P(A;) < 0o = P{A; unendl. oft} =0
i=1
Z P(A;) = oo A A; paarweise unabh.
i=1

= P{A; unendl. oft} =1

Zihldichte p; > 0, j € Q (abzéhlbar viele)

> pi=1

JEQ
P(B) = p;
JjEB
Laplace
Q£0,#(Q)=n,F =P(Q)
oy - ) £

_ Anzahl giinstiger Ergebnisse

Anzahl aller Ergebnisse



Bernoulli
Q=1{0,1}
P(X =1)=p (38)
P(X=0)=1-p (39)
E(X)=p (40)
V(X) =p(1-p) (41)
Binomial
Q=1{0,1,2,..n}
n _
pec=n = (p)ka-t @
E(X) =np (43)
V(X) =np(1—p) (44)
Multinomial
Q = {(m,ng,...,nx) € Nf| ZJI-; nj = n}t, pi €
0,1),i=1,., K, Z pi=1
n ni N
= Ca 4
o) = (" )
Hypergeometrische Verteilung
N,M,neNmit M <N, n<N,
Q={0,1,...,n}
MY (N—M
Mn
E(X —_— 4
(X) ="y (47)
Geometrische Verteilung
Q=1{0,1,2,...,00}
pr=(1=p)p (48)
1—
E(X)= -2 (49)
p
1 —
V(X 50
(X) e (50)
Negative Binomial Verteilung / Pascal Ver-
teilung
n+k—1 n
Pk = ( L )(1 —p)*p (51)
1—
E(x) = ML=P) (52)
p
n(l—p
v = "P (53)
p
Poisson Verteilung
Q=1{0,1,2,..}
AP
bPr=¢€ /\ﬁ (54)
E(X)=\ (55)
V(X)=A (56)

Diskrete Zufallsvariable

i.) Bild(X) ist abzdhlbar.

ii.) A CBild(X), X~ }(4) € F.

iii.) Verteilung von X

|

iv) P(X € A) = P{w € QX(w) € A})
P(X~!(A)) die Wahrscheinlichkeit das X einen
Wert in der Menge A annimmt.

P(Bild(X)) —
A—P(X €A

[0,1]

Erwartungswert (diskret)

E(X)= Y pl@) -z (57)
v e BI(X)
Varianz
V(X) = 0% = E((X — E(X))?) (58)
Standardabweichung
ox = VIX) (59)
Verschiebungssatz
V(X) = E(X?) - (E(X))? (60)
Dichte f: R — R
f>0 (61)
/_ Z f(@)da = (62)
Verteilungsfunktion
Flz) = P((—o0,2]) = /_OO f()dzzeR  (63)

Regeln fiir Wahrscheinlichkeiten mit Dichten
a,be R a<b:

P({a}) =0 (64)
P((~00, a]) = P((~o0,a)) = / f@de  (65)
P((a,00)) = P([a, o) / f(z (66)
P((a,b)) = P((a,b]) = b)) (67)

([0, 5]) / o (68)



Verteilung von X

px _ { B(R) = [0, 1

B~ P(X Y(B)) =P(X € B)
Verteilungsfunktion
| R—10,1]
| 2~ P(X € (—o0,z]) =P(X < x)

F(z) =P(X € (—o0,x])
=P(X <ux)
=P ((~00,2])

Erwartungswert (mit Dichte) X ~ f

E(X) = /OO of (z)dz

—0o0

Gleichverteilung
L falls x € [a, b]

— b—a

f(@) = { 0 sonst

E(X) = a+b
2
(b —a)?

X) =

Gauf-Verteilung / Normalverteilung

pueER o>0und

1 (z—p)?

o) We 252
E(X) = p
V(X) = o2

Log-Normalverteilung

1
flz) = { 6:%70(11“(90)) zzlrllsstx >0
E(X) = e+ %
V(X) = 27 (7 — 1)
log(X) ~ N(u,o0)
Exponentialverteilung
o= {0 e

(76)

(77)

Gamma-Verteilung

A a—1_—\x
f(:r):{ NOKS lg=A fallsz > 0

0 sonst

(83)

Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit (4 Fil-

le)
i.) X,Y haben Dichten

oo
0= [ ravielray
—0o
ii.) Y hat eine Dichte, X diskret

MX:@:/WMX

—0o0

=zlY =y)fy(y)dy
iii.) X hat eine Dichte, Y diskret
=Y fx(@[Y =y)P(Y =y)
y
iv.) X diskret, Y diskret
=> P(X
y

Bayes (4 Fille)
i.) X,Y haben Dichten

=zlY = y)P(Y =y)

Ixiy (@ly) fv (y)
fx(z)

fyix(ylz) =

ii.) Y hat eine Dichte, X diskret

P(X =z[Y =y)fv(y)

frix(X =) = P(X = z)

iii.) X hat eine Dichte, Y diskret

B — gl — o) FXEY = 0RO

iv.) X diskret, Y diskret
P(X =2|Y =y)P(Y =

P(Y =y|X =z) = X = 1)

A—Quantil von X

Glq) = F(q—) =P(X <q)
obere Quantilsfunktion

g (\) = inf{g e R: F(q) > A}
= sup{g e R: F(q) < A}

(91)

(95)



untere Quantilsfunktion
¢ (A= sup{g € R: F'(g) < A} (101)
= inf{g e R: F(q) > A} (102)
= min{g € R: F(q) > \} (103)
Verallgemeinerte Inverse
VaRa(F) = F~(\) = gz (V) (104)

Verallgemeinerte Inverse

F)> e z>F~(\). (105)

Quantiltransformation

FE(U)~F (106)

Wahrscheinlichkeitstransformation (X ~ F, 3 F
stetig)

(107)

F(X) ~ Unif([0,1])
u (108)

P(F(X) <u) =u

Verallgemeinerte Inverse, Erwartungswert

E(X) = /XdF = /lF“(u)du. (109)
0
Einfache Funktionen
X(w) =) ala,(w) (110)

i€l

Einfache Funktionen — Erwartungswert

E(X) =) aiP(4)

i€l

(111)

Erwartungswert — nicht-negative Funktionen

E(X) =sup{E(Y)|0 <Y < X,Y einf.} (112)
Erwartungswert
ux = E(X) = /QXd]P’:/QX(w)d]P’(w) (113)

= / X(w)P(dw)  (114)
Q

Erwartungswert

E(h(X)):/Eh(X)d]P’X (115)
:/h(:r)dFX (116)
R

Erwartungswert
E(X) = / idg dP~
R

:/idR(x) dPX (z)
R

—/deP’X—/xdFX.
R R

Erwartungswert linear
E(aX 4+ bY) = aE(X) + bE(Y)
Erwartungswert monoton
X <Y =EX)<E®Y)
Dreiecksungleichungen
E(X)| < E(X])
Varianz
0% == V(X) = E((X — E(X))?)
Varianz — Verschiebungssatz
V(X) = E(X?) - (E(X))

Standardabweichung

ox = VV(X)
Varianz
V(aX +b) = a®*V(X)
Varianz (wenn unkorreliert)

VO X)) =D V(Xy)
i=1

=1

Ungleichungen (Tschebyscheff, Markov)

Gemeinsame Verteilung
2
xx) gy~ { BERY) = [0,1]
PiB) { B P((X,Y) € B)
Gemeinsame Verteilungsfunktion
R? — [0,1]
FEY) = (z,y) » P(X <z AY <y)
= PXY) (00, 2] x (—00,4])

(117)
(118)

(119)

(120)

(121)

(122)

(123)

(124)

(125)

(126)

(127)

(128)
(129)
(130)

(131)

(132)

(133)



Flz,y) =P(X <z AY <y)
= PXY) (=00, 2] x (—00,9])

Gemeinsame Dichte und Randdichte

b a
F(a,b):/ / f(z,y)dxdy fir a,b € R

(134)
Foood) = [ [ faadedy=1 (35
@)= [ sty (136)
= [ s (137
Kovarianz
cov(X,Y) =E[(X —E(X))(Y —E(Y))] (138)
=E((X — pux)(Y — py)) (139)
cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y) (140)
Korrelation
pLXY) = std%;;).(s’t};zm (141)
Kovarianz
cov(aX +b,¢Y +d) = ac-cov(X,Y)  (142)
Kovarianz
V(X +Y) = V(X) + V(Y) + 2cov(X,Y)  (143)
V(X —Y) = V(X)+V(Y) - 2cov(X,Y)  (144)

Varianz-Kovarianz Matrix

(EX)i,j = COV(XZ', Xj)

0% = (Ex)i

(145)
(146)

Sandwichformel Kovarianz fiir lineare Transfor-

mation Kovarianz
Saxsb = AXxAT. (147)

Ungleichungen Momente (Cauchy-Bunjakowski-
Schwarz)

(E(XY))? <E(X?)E(Y?) (148)

[E(XY)| < VE(X?)VE(Y?) (149)
lcov(X,Y))| < /V(X)/V(Y) (150)
(cov(X,Y))? < V(X)V(Y) (151)

Ungleichung von Jensen (g konkav)

E(9(X)) < g(E(X)) (152)
Regression
_ cov(Y, X)
b= V(X (153)
Konvergenz

i.) (X;) — X fast sicher :& P(X; - X) = 1. In
diesem Fall schreiben wir

fs-lim X; = X. (154)

ii.) Essei p =1 oder p = 2. (X;) - X im p-ten
Mittel :< X; € £P,i € Nund E(|X; — X[|P) = 0
fiir ¢+ — oo. In diesem Fall schreibt man

LP-lim X, = X. (155)
(X;) — X nach Wahrscheinlichkeit :< Fiir
alle € > 0 gilt: fiir i — oo gilt P(|X; — X| > ¢) —
0. In diesem Fall schreibt man

iii.)

n.W.-lim X; = X. (156)
(Xi;) — X in Verteilung :& Fiir alle z € R
in denen FX stetig ist gilt FXi(z) — FX(2). In
diesem Fall schreiben wir

iv.)

iV-limX; = X. (157)
e-Abweichungsmengen A, und B,
Ap(e) = {1Xn — X| > ¢} (158)
By(e) = { U Am(e)} (159)
m>n
f.s.-Konvergenz <
P(B,(e)) = 0,n — o0 (160)
f.s.-Konvergenz <
Ve >0 > P(An(e)) < o0 (161)
neN
f.s.-Konvergenz <
nhﬁn;(} P(sup | X — X| >¢)=0 (162)

m>n



n.W.-Konvergenz <
lim P(| X, — X|>¢)=0
n—oo

& P(A,(e)) = 0,n — o0

Empirische Verteilungsfunktion
1 n
Fn($7w) = ﬁ Z ]l(foo,z] (Xz(w))
i=1
Gliwenko-Cantelli

fs- lim sup |F,(z,w) — F(z)| =0

n—oo z€eR

GgZ
schwaches
1 n
n.W.-lim — ZXi =L
[t
starkes
1 n
f.s.-lim — ZXi =L
[t
ZgS

Sn = Xy
k=1
o _ Sp—np Sy —E(Sy)
"ooyn std(S,)

LV-limS* = Z, Z ~N(0,1),

Sn = np _ V(X — )

ov/n o
P (X, — ko/vn > p> X, + ko //n)
~20(k) —1
Halbring
DeH

A BeH=ANBeH
A BeH=A\B=..
=C1U..UC,,CLeH

(163)
(164)

(165)

(166)

(167)

(168)

(169)

(170)

(171)

(172)

(173)
(174)

(175)
(176)

(177)

w1 Inhalt auf HR H: fiir alle A; € H,i=1,...,n mit

UA@E’H,AZ'QAJ‘:@,Z'#]‘
=1

(178)

gilt:
Iz <U Ai) = > 1(4;) (179)
i=1 i=1
Z ={Z;|j € K} eine Zerlegung
o2)=5 |J ZlJcK,.
keJ,JCK
f:(Q,A) — R messbar
f'(Bye A VvBeB (180)
f mit endlichen Bild f(Q2) = {c1,....,cn}
Zi = f~'({ei}) (181)
Z={Z1,.... 2.} (182)
o(f) =0o(Z) (183)
f ist genau dann o (Z)-messbar, wenn f auf den Mengen
Z, konstant ist
Bedingte Erwartungen gegegen B, 3 P(B) # 0
E(X-1p)
E(X|B) = ——— 184
Bedingte Erwartungen gegegen B
Y diskret
E(Y|B) =) yP(y|B) (185)
y
Y mit Dichte
B(Y|B) = [ uf(uIB)dy (156)
P(BIY =y)f(y)
B) = 187
f0IB) = =555 (187)
Bedingte Erwartungen — Fallunterscheidungs-
formel
E(Y) =) E(Y|B)P(B) (188)
i=1
Varianzzerlegung
V(Y) = E(V(Y)) + VEY|X))  (189)
Bedingte Erwartung beziigl. F
E(X|F) ist F-messbar und
E(1pY)=E(1pX) VF € F. (190)



Bedingte Erwartung beziigl. F

E(aX + BY |F) = aE(X|F) + BE(Y|F)
X <Y = E(X|F) < E(Y|F)

(191)
(192)

Bedingte Erwartung mit F = o(2) (Z Zerlegung)

E(lzX)

E(XIF)) = “piz)

fiir w € Z; (193)

und wenn zudem X diskret

EX|F)w)= Y a-PX=z|Z)weZ (194)

z€Bild(X)
Bedingte Erwartung gegeben F als Projektion

E(X|F) = arngin{E(X — Z)2|Z ez F-messbar}

(195)
Gesetz der iterierter Erwartung
E(X|F1) = E[E(X|F)|F2] = E[E(X|F2)|[F1] - (196)
Bedingte Erwartungen (Y F-messbar)
E(Y X|F) = YE(X|F) (197)

Bedingte Erwartung gegeben o
hingig

X) und F unab-

E(X|F) = E(X) (198)

Bedingte Erwartung gegeben X : (2, 4) — R voll-
stindige Information

E(X|A) = (199)
Bedingte Erwartung gegeben Ohne Information

E(X|{0,9}) = E(X)

Bedingte Erwartung gegeben Info aus 2V Y

(200)

E(X]Y)(w) :=E(X[o(Y))(w) (201)

E(X]Y)(w) = h(Y (w)) (202)

E(X]Y =) = h(z) (203)

EXY =Y(w)) = E(X[Y)(w) (204)
Bedingter Erwartungswert gegeben Y

E(X[Y =y) =) xP(X=2;]Y =y)  (205)

= PX =2 A Y =yi) (206)

P(Y = y;)

Bedingter Erwartungswert bei Dichten

Prvtaly =) = P2 s ) 20 (207
= 0 sonst
BCOY =y) = [ ha)fxy alY =uide (208
BUXY =y) = [afay(ely =piz  (209)
Bedingte Wahrscheinlichkeit beziigl.
F: P(A|F) ist F messbar und
/ P(A|F)dP =P(ANF)VF € F (210)
F
E(1pP(A|F))=P(ANF)VF € F (211)
Bedingte Wahrscheinlichkeiten bei Zerlegung Z
P(AN Z;) A
P(A|F)(w) = “FZ) wE Z; (212)
Bedingte Zihldichte fiir F = o({B}) =
{0, B, B¢, Q1}
P({w}|B),w,w € B
P{w}|F)(@) =« P{w}B°),w,& € B (213)
0 sonst
Bedingte Zihldichte fiir F = o({B}) =
{0, B, B¢, Q1}
-« [ P{w}B), weB
rirn@ = { sl S ew

Bedingte Erwartungen und bedingte Wahr-
scheinlichkeit
2) =[x

Charakteristische Funktion

E(X|o({B})( P(dwlo({B}))(@)

Uy (t) = E(e'X) :/e“xd]PX(x) (215)
R
V_x(t) = ¥x(t) (216)
Uopx () = "W (bt) (217)
Verteilung von Summen von unabh. ZV
Uxax, (8) = [ ¥, (1) (218)
j=1
Inversion
T e—zta e—ztb
lim — W =
dm o [ o
1 1
SPX(ah) + (@) + 5PY () (219)
1 A
Flo) = = / =T (1) dt (220)
27T R



Transformation Y = g(X), m =1

Fy(y) = fx (h(y)) | (y)]
Transformation Y = g(X), m =2 I =1L UI,

(221)

Fy (W) =1y (W) fx (ha(y)) by (v)] (222)
+ Ly () fx (ha(y)) [R5 (y)] (223)
Transformation Y =aX + b
_ 1. (y=b
=t (157) (221)

Statistik
p-Quantil z,

e mindestens der Anteil p der Daten ist kleiner oder
gleich =, und mindestens der Anteil 1 —p ist gro-
fser oder gleich x;,.

Mittelwert
1
T = E(xl + .tz (225)
Varianz (in Daten)

e Empirische Varianz

5% = % (21— 2)* + ... + (w0, — 7))

1 = 2 =2
=1

e (empirische) Standardabweichung

(226)

(227)

5= \/1 (z1 = 2)2 + ... + (20 — T)?)

n

(228)

Stichprobenvarianz

2 ].

s% = (21 —2)* 4+ ... + (2, — T)%)  (229)

n—1

Stichprobenstandardabweichung

s \/n ! (@1 = )2 4t (e T)?) (230)

Umrechnung

Statistisches Modell

e Stichprobenraum X # (). In dieser Menge
liegen die denkbaren Ergebnisse der Datenerhe-
bung/Stichprobe.

o o-Algebra B auf X’; damit wir auch Ereignisse
analysieren konnen; insb. Intervalle.

e Parameterraum O # (); typischerweise © C R
(es gibt [ Parameter).

o Wahrscheinlichkeitsmaken Py, 0 € O, wobei die
Parametrisierung 0 — Py injektiv ist.

Schitzer

e Ein Schitzer (Punktschitzer) fiir einen Parame-
tervektor # € R! ist eine messbare Abbildung
T:X —R.

e Ist x € X eine konkrete Stichprobe, dann heifst
0 = T'(z) Schatzwert fiir 6 zur Beobachtung z.

Eigenschaften Schitzer

i.) MQAL(0) = Eg(T —6)? heifit mittlere quadra-
tische Abweichung von T' (an der Stelle 0).
ii.)

T heifst erwartungstreu, falls fiir alle § € ©

Eo(T) =0 (231)

iii.) br(0) = Eo(T) — 0 heikt Verzerrung von 7.

Eigenschaft Schitzer

MQA(60) = Vo(T) + br(6)° (232)
Maximum Likelihood
0(z) = argmaxy fo(z),z € X (233)
Testproblem
O =0pW0; (234)

Statistischer Test: Regel, die fiir jedes x € X angibt,
ob man sich fiir

Hypothese Hy :
Hypothese H; :

0 € ©g oder
06@1

(235)
(236)

entscheidet
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e fiir alle Stichproben x € K wird die Nullhypo-
these abgelehnt

e K heifst kritischer Bereich (Ablehnungsbe-
reich).

e Fillt die Stichprobe hingegen x nicht in K — ist
also x € K —, dann entscheidet man sich nicht
gegen die Nullhypothese.

Fehler erster bzw. zweiter Art

e Gilt § € O, ist aber x € K, dann liegt eine Feh-
ler erster Art vor. Man begeht also einen Fehler
erster Art, wenn Hy filschlicherweise ablehnt.

Gilt 6 € ©1, aber x ¢ K, dann liegt eine Fehler
zweiter Art vor. Man begeht also einen Fehler
zweiter Art, wenn man falschlicherweise Hy nicht
verwirft.

Testfunktion

e Kiritischer Bereich durch eine Testfunktion T :
X —>R

K={T>c¢}={zeX|T(x)>c} (237)
e c heifst kritischer Wert.
Giitefunktion:
gx(0) = Py(X € K) (238)
Test zum Niveau o
gk (0) < a fiir alle 0 € O (239)

p-Wert

o p-Wert wird fiir gegebene Beobachtung = so er-
mittelt: Man berechnet 7'(z) und 16st die Glei-

chung
p = sup Pyo(T > T(x)) (240)
[ASSH
Falls @0 = {90}
p =Py (T > T(2)) (241)
Wirkungstabelle /Konfusionstabelle
[ in Wirklichkeit ist | |
Entscheid. 0 € Hy 0 € Hq
fir Hy richtige Entscheid. | Fehler zweiter Art
fur Hy Fehler erster Art | richtige Entscheid.
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Risikomanagement

Multivariate Normal
o= (p1,....nq)7 € RLE € R symmetrisch und
positiv definit

X=pn+AZ, (242)

e Z=(Z1,....,Z3)" und Z; ~iiN(0, 1)

e A € R gine reelle Matrix mit AAT = X

In diesem Fall schreiben wir X ~ Ny(u, X)

Gemeinsame Dichte — Multivariate Normal

1 1 T y-1
—————exp| — -(®x— YT (-
T p[ 5@~ n) (- p)
(243)
(X1,...,X9) T ~Ng(p,2) und ay,...,aq €R

d
Z aiajEij> .

ij=1

(244)

d d
Z a; X; ~ N( Z Qjfbis
=1 =1

Multivariate Normal, d=2
COV(X7 Y) = ,O(X,Y)O'XO'}/, (X1>X2)T ~ N2(“7 2)

s o roo (245)
pO102 O'%
01 0

pu— . 24
e

Multivariate t

X ~ td(ya K, E)

= (u1,...,uq)" € R4 ¥ € R symmetrisch und
positiv, v > 0

X=p+VW- A -Z (247)

wobel

o« Z (Z1,...,Z4)" ein Zufallsvektor mit
id

Z1,...,Zq ~ N(0, 1) und

e A eine reelle d x d-Matrix mit A- A" = X sowie

e W eine von den Z; unabhingige Zufallsvariable
mit v/W ~ x2 ist.



P(L > F*(a))

Gemeinsame Dichte N = — (264)
I(utd 1 —(vtd)/2 _
) (1 ey @) _ =P < F7(a) (265)
L(5)/ (vm)d det(X) v 1—«
_ «—
Bedingte Erwartungen
E(X .1 F an der Stelle F<" () stetig
E(X|A) = E(X-14) (249)
P(A) ES = E(L|L > F* (a)) = TVaR. (267)
Bedingte Erwartungen Expected Shortfall
X ~N(u,0?), 2z = 27 a)
E(X|A) = /:Uf(x|A)dx (250)
o - ¢p(2a)
P(A|X = 2)f(x) ESo(X) = p+ ———==. (268)
= 251 1-
flala) = = (251) o
Value at Risk X ~ LN(u,0?)
VaRy (L) = Ff (a 252 152
()= Fite) 252) ESa(X) = eXp(l“_Jr 27) G- z). (269)
Value at Risk, Normal L ~ N(y, 02) @
2o = @7 1(a) )
X ~ t(Vv n, o )7 tV,Oé = Qt(l/,o,l) (Oé) =G, (Oé)
VaRo (L) = p+ 024 (253)
gu (tll,a) v+ t12/704
Value at Risk, log-Normal L ~ LN(u, 0?) ESq(X)=p+o- I—a -1 (270)
VaR (L) = et To% (254) | Koh#renz
Value at Risk, t L ~ t(v, u, 0?)
tra = Gon (@) = g, (@) (i) Monotonie: Fiir Ly < Ly gilt p(L1) < p(Le).
VaRa (L) = pt + otya (255) (ii) Translationsinvarianz: Fiir s € R gilt p(L + s) =
’ p(L) +s.
Value at Risk o
R=-Y2lo ps= = Rp x —y—v (iii) Subadditivitdt: p(L1 + L2) < p(L1) + p(L2).
o o
_ (iv) Positive Homogenitiat: Fir A > 0 gilt p(AL) =
V@RA\(X) = (u+ 0 - Fpt (V) Vo. 256
ANX)=(p+o (A)Vo (256) X p(L).
ES und TVaR
L~F Copula
1 1 3 U= (Uy,...,Us)" ~C, U; ~Unif([0, 1])
BSa(L) = / Fe(u)du  (257)
TVaR,(L) =E(L|L > F (a)) (258) (i) C(u1,...,uq) = 0 falls u; = 0 fiir (mmindestens) ein
1.
ES — 1 E UL_FF(O‘)]JF] + F* (o) (259) (i) C(1,...,1,u;,1,..,1) = w; fiir @ = 1,...,d und
e U; € [0, 1].
1 (iii) Fiiralle (a1, ..., aq), (b1, ..., bg) € [0,1]¢ mit a; < b;
BS = ——[E [11spe( - L] (260)
—a 2 2
+F ()1 —a—P(L > F(a)))] (261) 0< Y ) () taC uy gy ugg,) <1
— 3 B(LIL > F(a)) + (1-7) - F*(a) (262) T
=7-TVaR + (1 — ) - VaR. (263) wobei u;1 = a; und u;2 = b; fiir j =1,....d.
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Rechteckgleichung fiir d = 2

0 < C(b1,b2) + C(a1,a2) — C(a1,ba) — C(bi,a2) <1
Copula
3 X~ FXund X; ~ F,.
3U ~ C =: Cx, U; ~ Unif([0, 1])
FX(ty,...,tq) = C(Fi(t1),..., Fy(tq)) (271)
=P(U; < Fi(x1),...,Ug < Fy(zq)) (272)
P(Ul < Uty .. ,Ud S ud) (273)
=C(ug, ..., uq) (274)
Copula
3 F; stetig. ! C.
Clut,.yug) = F(F (u1), ..., Fy (ug)) (275)
Copula, d =2
F(Il, .’Eg) = ]P)(Xl S CL‘l,XQ S 3;'2) (276)
= C(Fi(z1), Fa(22)) (277)
=CP(X1 <21),P(X2 < 29)) (278)
= C(u1,us) (279)
Copula, d =2
¥ F; stetig. ! C.
Clur,uz) = F(F (u1), F5 (u2)) (280)
Tail-Abhingigkeiten
AL(X,Y) = 11%1+IP)(X < Fx (u)|Y < F(u) (281)
u—
— fig @9 (282)
q—0+ q

Unabhiingigkeitscopula

C’ind(ul,... ) —H ul,...,

Hu1 Ceee tUg

(283)

Comonotonie-Copula

C°(u1, ..., uq) = min{uy, ..., uq} (284)
Contramonotonie-Copula
COMR (41 ug) = max{0,u; + ug — 1} (285)

Implizite Copula - Gaufs Copula

O (uy, ..oosug) = Pop (o (u1), ...

=@, 5(¢ (u), ...

Implizite Copula - t-Copula

C’lt,’P(ul, e tg) =t p(t, l(ul) Lt 1(ud)) (288)
Empirische Verteilungsfunktion
1 n
i=1

Quantil schitzen — Geordnete Stichprobe

quantile(x, probs = 0.9, type = 1)
VaRa(21, ..., 20) = F (0) = Ty, L <a<k
(290)
\TElI{a(.%'l, e ,.I‘n) = :U([m]) (291)
mit Interpolation
quantile(x, probs = 0.9, type = 4)
\78}{&(1'1,...,1'”) = m(LnaJ)+/\-x([m1) (292)
A =na — [naf (293)
TVaR
_— 1 n
TVaRa(z1,...,2n) = ni =) Yo ag (299
k=[na]+1
Monte Carlo Inversionsmethode
3 U ~ Unif(0,1)
FE({U)~F (295)
Verwerfungsmethode
3 f(z) < Mg(z), X ~g, U IL X
P(X <t|U-Mg(X / f(z
Importance Sampling
Y~g X~ f
E(X):/ x- f(z)dr
> f (w)> < f (Y)>
= - == ] -g@)de=E(Y - —=
[(=55) s o)

Konfidenzintervall MC
Sn = % Z?:l Xi

n

@ﬁdnll§:g}&ﬁ.

i=1

On

[Sn_f Z(14a)/2> On +f (1+a)/2:|'
Einfache Irrfahrt

PX;=1)=p>0
—1)=q=1-p>0



n

Sp="S+Y Xi (n=1,2,3,.)
i=1

E(Sn) = So + nE(X1) = So +n(p — q),
V(Sp) = 4npq,
= \/4pq - Vn

Einfache symmetrische Irrfahrt

P(S2, =0) = <2:> . (2;n> =: Uop

P(Sy #0, ..., Son # 0) = P(Ss, = 0)

() (=)

W = inf{2k |k € N, Sy}, = 0}.

Erstwiederkehrzeit

P(W < o) ZIP’

E(W) =00
(2(77:—_11)) 1 up-1)
fon = B(W = 2n) = Sl = 2
1
T 1"

Einfache auch asymmetrische Irrfahrten

]P’(Sn:b):<1( "

L(n+b—a) L (n—b+a)
5(n+b— a))p2 v

P(Sn:j’S():a)
P(S,=7|So=a) = P(Smin=17|Sm =a).

P(S, =j+b|So=a+b),

P(Sm+n = j ‘ S(),Sl, ,Sm) = P(Sm+n = ] ’ Sm),n > 0.
Ruin
7 =min{n >0 : S, = A oder S,, = —B}
P(tr=00) =0
IP)(ST = A|S() = k‘) = P((Sn)nzo endet in A | So = k‘)

k+ B
A+ B’

E(r|So = k) = (A —k)(k + B).
P(S, = A|Sy=k) =P(S, endetin A|Sy= k)

_ (g¢/p)*B—1
~ (¢/p)AtB-1-

B+k A+B 1- Btk
E(r|So = k) = - S U
qg—p q—p 1-(q¢/p)
Markov-Ketten
P(Xn = S‘XO = X, ----;Xn—l = :vn_l) =

P(X,, = s|Xpn-1=2p_1)
homogen
P(Xy = jlXn—1 = 1) = P(X1 = j|Xo = i)
Ubergangsmatrix
— P(X, = j|Xo = ).
n-Schritt ﬂ'bergangsmatrix

pij(m,m —+ n) = P(Xm+n = J’Xm — Z)
Pim,m+1)=P
Chapman-Kolmogorov Gleichungen
pij(m,m+n+r)=
Zpik(m, m+n)prj(m+n,m+n+r)

k

P(m,m+n+r)
=Pm,m+n)P(m+n,m+n-+r)
P(m,m+n)=P"

Unbedingte Wahrscheinlichkeiten

p(mn) _ p(m)pn
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Rekurrent (wiederkehrend)
P(X, =ifireinneN[Xy=1i) =1
Transient
P(X,=ifireinneN|Xy=1) <1
Erstriickkehr

T; = min{n > 1|X,, =i}

|

Stationire Verteilung

E(Ti|Xo = i)
Y req kfii(k), falls i rekurrent ist.
oo, falls 7 transient ist.

223

7" =P

i = E(Ty|Xo = i)

N 1
m, = —
% i
BB
E<Bt7i - Bti—l) =0,
V(By, — By,_,) = ti — ti—1.
Martingal-Eigenschaft
E(B¢|Fs) = Bs,0< s <t

Quadratische Variation
lim

N — f(t 2
im0 () = ft)

i=1,...,n

[fvf]T

[B,Blr =T P-fs.
dBdB = dt
(dB)? = dt.

von der symmetrischen Irrfahrt zu BB

FWT 0 () & pr=00"=t(3) 4 € R.

Standardmartingale

1. B
2. B —t

2
3. eoBt—5t

(296)
(297)
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It6-D6blin

n—1
Ap(w) = ai(w) (ti,ti+1](t)
=0
T n—1
( Asst) @) = S () - (Bips (@) — By (@)
0 =0

It6 Isometrie
t
E(I?) =E [/ Agds] .
0

[Tt p2(apy = [[(As)l 2 (aexap)

Quadratische Variation

t
[I,I]t:/ A%ds.
0
t
=E [/ Agds]
0

T
A2 (dtxap) = E (/0 (A7 — As)2d5> —0

d.[t = AtdBt,

V(Iy) = E(I})
It6-Integral

(A —

Ito-Isometrie

:E[/OtAgds]

Quadratische Variation

t
[1,1); = / A%ds.
0

dI;dI; = (dI;)* = A?dt

E(I})

/OtIE [AZ] ds.

It6-Integral

1
=t

t 1 5
BydB, = ~B% —
0 2 2

It6-D6blin Formel
df (t, B) = fz‘{(t By)dt + f,(t, B)dBy
f” (t, Br)dt
= (f¢(t, Be) + f (t, Br))dt
+ fo(t, By)dBy
Kalkiil Regeln

(dB;)* = dt



sowie

—~
U
X
=
N
I

It6-Prozess

t t
Xt=X0+/ @Sds—i—/ AydBs, Xo € R,
0 0

dXt == @tdt + AtdBt.

Quadratische Variation

t
[X,X]t:/ Alds.
0

It6-Doblin Integral beziiglich dX;

t t t
/ astS:/ as@sds+/ asAgdBy
0 0 0

Ito-Do6blin Formel

df (t, X;) = fi(t, Xp)dt + fo(t, X;)Opdt+

1
5 a/:/x (t7 Xt>Atht

+ fo(t, X1)Avd By
= (f{(t, Xo) + f1(t, X0)Oy

F3 L XA ) at
+ f2(t, Xt) ArdBy
bzw. noch kompakter
df (t, X¢) = fi(t, Xe)dt + fr(t, X¢) dXi+

1
5 "t Xy) dXd Xy

bzw. noch kompakter
1
df = fldt + fl.dX; + gfgx dXdX
Geometrische Brown’sche Bewegung

Sy = Spel#t=30t)+oB,

dSt == ,uStdt + O'StdBt
dS;

— = udt dB
S, pat + odby

Vasicek Process

t
Ry =e¢ P Ry + %(1 - e_Bt) + ae_ﬁt/ e?*d B,

0
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gilt
th = (Oé — ﬁRt)dt + O'dBt.
Multivariabler stochastischer Kalkiil

dBy 4By, = dt
dBydByy = dt

dBy4dBy; =0
dBy ydt =0
dBydt = 0
dtdt = 0

dX; = O1,dt + 011,tdB14 + 012,:dBo
dY; = @27tdt + 021,tdBl,t + 022,tdB2,t~

1
df = fidt + frdX + f,dY + ifgdedX

1
+ [r,dXdY + 2 fydYdY

dXdX; = (03, + 03y ,)dt
dY;dY; = (03, + 035,)dt
dX;dY; = (0117,50'2171& + 0’12,t(722,t)dt

It6 Produktregel

d(X,Y) = X,dY; + dX,Y; + dX,dY,

dSl = quldt + (7151dBl
dSo = o Sadt + O'QSQ[del + 1 - deBQ]

und

Bs = pB1 ++/1— p?>Bs

Exponentialverteilung

)\e—)\x

r@={ 5

falls z >0
sonst

P(r >t+s|t > s) =P(1 > t)



Sn :ZTk.

0 falls0<t<S;

1 falls Sl <t< SQ
Ny :

n falls S, <t < Sp41

Gamma

gn(s) = (TL _ 1)!>\67)\S78 2 0

Verteilung Poisson Prozef

k
P(N; = k) = (Ak’;) e k=0,1,..
Momente des Poisson Prozel
E(Ny — Ns) = At — s)
V(N¢ — Ng) = A(t — s)

Bedingte Erwartungen (Satz Kolmogorov)

a.) Y ist F-messbar.
b.) Fiir alle F' € F gilt

E(1xY) = E(1pX).

Log-Normalverteilung

) = %@L,o(ln(m)) falls x > 0
B 0 sonst

Fehler gefunden? Ich bin fiir Hinweise sehr dankbar:
jaegera at htw-berlin punkt de
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