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1 Logik

Man kann Logik als eigenstindiges Fach betrachten. Wir
konzentrieren uns aber auf die fiir die Mathematik niitzli-
chen Aspekte bzw. Konzepte. Logik ist dabei ein Hilfsmittel,
um Erkenntnisse zu gewinnen '] Wir sind nur so formal und
nur so umfassend wie notig. Mehr kann man hier nachlesen:
https://www.logicmatters.net/. Gut sind auch Lee [3],
Rosen [4] und Epp [1].

Aussagen, Verkniipfungen und

Aussageformen

1.1 Definition: Wir definieren

i.) Eine Aussage ist ein Satz, der

"Wenn ich ein Wort kursiv schreibe wird, dann méochte ich verdeutlichen, dass
etwas ambivalentes sage.
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w = “wahr”
oder
f = “falsch”
sein kann. w bzw. f heilken Wahrheitswerte.

Fiir Aussagen verwenden wir die Buchstaben A, B, C,
Ay, Ao, ..., By, By, .... Also groke Buchstaben vom An-

fang des Alphabets; unter Umstanden mit einem Index.

ii.) Wir verkniipfen Aussagen (insbesondere Aussagena-
tome) zu neuen Aussagen. Die Wahrheitswerte dieser
neuen Aussagen haben dann Wahrheitswerte, die sich

geméif entsprechender Tafeln berechnen lassen (folgt).

» Ich hoffe, sie konnen auf Basis dieser Definition erkennen,
wann eine Aussage vorliegt und wann nicht. Die Definition
erfiillt nur bedingt die Anforderungen, die wir (Mathemati-
ker*innen) an eine Definition stellen. Ehrlich gesagt, habe ich
gar nicht vor, zu definieren, was ein Satz ist und was wahr

und falsch bedeutet.

Aber: Ich definiere mathematisch sorgfilig, wie man
mit Aussagen umgeht. Satz, wahr, falsch sind unde-

finierte Grundbegriffe |

2So wie Punkt in der Geometrie und Menge in der Mengenlehre
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Es gibt Aussagen, da weils jeder, dass sie wahr sind: 7 ist ei-
ne Primzahl. Es gibt Aussagen, da weils jeder, dass sie falsch
sind: 3 ist ein Teiler von 8. Es gibt Aussagen, da wissen nur
manche, dass sie wahr sind: Es gibt unendlich viele Primzah-
len. Das der grofse Satz von Fermat wahr ist, dass wissen wir
erst seit einigen Jahren. Fiir den Nachweis benotigten wir

350 Jahre P

Jetzt erldautere ich Thnen wie man Aussagen (bzw. mit Aus-

sageformen) umgeht/rechnet []

1.2 Definition: Aussagen kann man verkniipfen und er-
halt neue Aussagen. Den Wahrheitswert der durch Verkniip-
fung(en) erhaltenen Aussage erhélt man durch Anwendung

der folgenden Regeln.

i.) Wahrheitstafel fiir — (“nicht”)
Al —A
w| f

f

W

ii.) Wahrheitstafel fiir A (und)

Shttps://de.wikipedia.org/wiki/Grosser_Fermatscher_Satz
4Ich rechne, also bin ich.
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iii.) Wahrheitstafel fiir V (“oder”)

B

w

f

e N R

W
f

-2 |2 2 <

iv.) Wahrheitstafel fiir — (“impliziert”)

A/B/A—B
W | W W
w| f f
f|w W
flf W

v.) Wahrheitstafel fiir <> (“genau dann wenn”)
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A B/A+< B
W | W W
w| f f
fw f
f]f \i

1.3 Definition: Logische Formeln/Aussageformeln/Aussageform
entstehen im ersten Schritt durch syntaktisch zulassige Ver-

kniipfung von Aussageatomen, die wir mit A, B, C, Ay, As, ...
bezeichnen; Aussageatome lassen sich nicht zerlegen. Weitere

logische Formeln kénnen wir dann weiter mit Aussageatomen

oder mit schon definierten Formeln erzeugen. Damit der Vor-

rang ersichtlich bleibt, verwenden wir Klammern. Fiir sol-

che zusammengesetzten Formeln verwenden wir F, Fy, Fb, ....
Beispiel:

Fi=(AVvB)— (CAN(A— B))
Fi=Av(B—C)AN(A— B)

Fiir jede Belegung der Aussageatome mit Wahrheitswerten
konnen wir dann (u.U. mithsam) den Wahrheitswert von F
bestimmen. Wenn Sie Lust haben, dann schreiben sie ein

Programm [’

*https://de.wikipedia.org/wiki/Ada_Lovelace
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1.4 Bemerkung: Was ist der Unterschied zwischen Aussa-

gen und Aussageformen? Wir iiberlegen uns, was der Unter-

schied zwischen 3 -4 + 3 und dem Term x - y 4+ x ist. ......

Aussageformen sind Formeln/Terme in die man Aussagen

einsetzen kann. Das (einsetzen) haben wir aber zunéchst gar

nicht vor. Wir interessieren uns vorwiegend, wie man mit den

Aussageformen /Termen umgeht /rechnet. Spéter, wie man mit

Aussageformen valide Argumente erhélt.

e Aussagen haben eine echte sachliche Bedeutung.

e Aussageformeln sind niitzlich, um valide Argumentati-

onsformen /Beweisprinzipien zu erhalten. Das wird sich

im folgenden zeigen.

1.5 Bemerkung: Die Wahrheitstafel fiir die Implikation ist:

A/B/A—B
W | W W
w| f f
f|w W
flf W

Wie tiberpriift man W(A — B) = w?
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Man muss nachweisen, dass:
W(A)=wund W(B) = f
nicht eintreten kann.

e Sollte W(A) = w sein, dann darf W (B) = f

nicht sein.

e Sollte W(B) = f sein, dann darf W(A) = w

nicht sein.

e Fiir den Fall W(A) = f muss man nichts

priifen !

1.6 Bemerkung: Die folgende Aufgabe heilt Wasons Aus-
wahlaufgabel| Auf dem Tisch liegen vier Karten. Auf der

einen Seite jeder Karte steht eine Zahl und die andere Seite

st braun oder rot.

Abbildung 1.1: https://en.wikipedia.org/wiki/Wason_
selection_task

Jetzt die Aufgabe:

Shttps://en.wikipedia.org/wiki/Wason_selection_task
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Wie iiberpriift man, ob “Wenn auf der Vordersei-
te eine gerade Zahl steht, dann ist die Rickseite
rot” wahr ist” Welche der Karten muss man dafiir

umdrehen?

A = Auf der Vorderseite steht eine gerade Zahl,
B = Die Riickseite ist rot.

Gilt A — B?

Folgendes darf nicht sein: W(A) =w und W (B) = f.

1.7 Bemerkung: Die Wahrheitstafel fiir die Implikation ist
gemif Definition]

A/B/A—B
W | W W
w| f f
f|w W
f]f W

Die beiden letzten Zeilen provozieren Fragen? Warum defi-

niert man fiir die Félle mit W(A) = f, dass W(A — B) = w

"Siehe Smith in Introduction to formal Logic, Kapitel 18 https://www.
logicmatters.net/ und die néchste Folie!
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ist? Die folgenden Bemerkungen sind vielleicht verwirrend.
Sie kann fiir unsere Zwecke ohne Schaden iibersprungen wer-

den.

Wir werden regelméfig zuléssig (deshalb griin) so argumen-

tieren (das Argument heifst (Modus Tollens)):

a.)

und so kann man nicht argumentieren (deshalb rot):
b.) Wenn A, dann B. B gilt. Also gilt A.

Man sagt: Die Argumentationsform a.) ist giiltig/valide.

Argumentationsform b.) ist nicht giiltig/invalide!

Dann sehen wir

e Die vierte Zeile der Tabelle fiir — ist passend defi-
niert: Das sieht man an der zuldssigen Argumentati-
on a.). Die einzige Zeile mit W(A — B) = w und
W(B) = f ist die vierte Zeile. In dieser Zeile ist wie
gewiinscht W(A) = f. Wenn wir die vierte Zeile &n-
dern, dann konnten wir W(A) = f nicht ermitteln.

e Die dritte Zeile ist auch passend definiert. Das sieht
man an b.). Denn: Es gibt zwei Zeilen mit W(A —
B) = w und W(B) = w |die dritte und die erste|. A
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kann den Wert w oder den Wert f haben. Wir kénnen
also den Wahrheitswert nicht ermitteln und so soll es
auch sein, denn die rote Argumentationsform ist invali-
de. Wenn man die dritte Zeile &ndert, dann wére b.) zu-
ldssig und man konnte merkwiirdigerweise W (A) = w

ermitteln.

» Eine brauchbare Definition Verkniipfung der Implikation
— muss also so sein, wie sie ist. (siche auch Epp [1], Seite 68]

zum Thema valide versus invalide Argumente)

1.8 Aufgabe 1.1: Bestimmen sie die Wahrheitswerte fiir
a.) (AN(A— B)) — B
b.) (AVB)— (CAN(A— B))

1.9 Definition: Aussageformen F; und F5 heifsen gleich-

wertig, wenn sie fiir jede Belegung der Atomen, den gleichen

Wert haben.

1.10 Aufgabe 1.2: Uberpriifen Sie:
a.) A — B ist gleichwertig zu =B — —A

b.) A— Bglw AV B
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c) A— Bglw AV -B

d) A— Bglw -AV B
» Wir benotigen regelméifbig die folgenden Gleichwertigkei-
ten. Die Gleichwertigkeiten sollte man auswendig konnen und
zwar auch dann, wenn man nachts geweckt wird.
1.11 Satz: Es gilt

i.) A — B ist gleichwertig zu =B — —A.

ii.) A — B ist gleichwertig zu =A V B.

iii.) A — BA B — A st gleichwertig zu A <+ B.

iv.) =(AV B) ist gleichwertig zu =A A =B (De Morgan-
schef| Regel).

v.) =(A A B) ist gleichwertig zu =A V =B (De Morgan-
sche Regel).

1.12 Aufgabe 1.3: Beweisen Sie alle Gleichwertigkeiten aus

dem vorherigen Satz.

1.13 Bemerkung:

®https://de.wikipedia.org/wiki/Ada_Lovelace
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e Wenn man die Gleichwertigkeit zweier Formeln verifi-
zieren will, dann kann man die Wahrheitstafel fiir bei-
de Formeln bestimmen. Dann sieht man gegebenenfalls,
dass die beiden Formeln immer (bei jeder Belegung der

Atome) den gleichen Wert haben.
e [is geht aber auch wverbal.

— A — B sei wahr. Kann dann =B — —A falsch
sein? Wir nehmen an, dass =B — —A falsch ist.
- B — —A falsch, bedeutet: =B ist wahr, aber
—A ist falsch. Also A wahr und B falsch. Dann
wire aber A — B falsch. Wir erhalten einen Wi-
derspruch: Die Voraussetzung W (A — B) = w
ist also unvereinbar mit W(—=B — —A) = f. Also:
Wenn W(A — B) = w, dann W(=B — —A) = w

— B —-A ... DIY

Pradikate

» Mathematik ohne z ist niz.

1.14 Definition: A(x) heifst Pradikat, wenn A(x) fir jede
zulédssige konkrete Einsetzungen von x eine Aussage/Aussageform

ist. Die zulassigen Einsetzung x sind Elemente der Menge U,
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dem sogenannten Universum.

x ist ein Platzhalter. Dort kann man etwas einsetzen. Wenn

man etwas zuldssiges einsetzet, dann erhilt man eine Aussa-

ge.
Beispiel:
A(x) = x ist eine Primzahl.

Die Menge der natiirlichen Zahlen N = {1,2,3...} ist die
Menge der moglichen zulédssigen Einsetzungen, d.h. ¢« = N.
Wenn wir z.B. 7 einsetzen, dann erhalten wir die wahre Aus-

sage
7 ist eine Primzahl.

Wenn wir 4 einsetzen (das ist zuléssig), dann erhalten wir die

falsche Aussage

4 1st eine Primzahl.

1.15 Definition:

o V fiir fiir alle

o  fiir es ¢ibt

» Auch die folgenden Regeln sollte man auswendig kénnen
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und nattirlich verstanden haben.

1.16 Satz: Es gelten die folgenden Formeln der Pradika-
tenlogik

o —(Vx: A(x)) ist gleichwertig zu 3z : = A(x)

o —(dz: A(x)) ist gleichwertig zu Vo : = A(x)

Aussageformen, Validitat und

Beweisprinzipien

1.17 Definition: Eine Argumentationsform ist eine Fol-
ge von Aussageformen (die wir gerne untereinander schrei-
ben). Alle Aussageformen bis auf die letzte heifsen Hypo-
thesen. Die letzte Aussageformen der Argumentationsform

heilt Konklusion.

Eine Argumentationsform heifst valide bzw. giiltig, wenn
fiir alle Belegungen in denen alle Hypothesen wahr sind, auch

die Konklusion wahr ist.

Wir nennen eine giiltige Argumentationsform auch Beweis-

prinzip.

1.18 Bemerkung: Das Beweisprinzip des direkten Be-
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weises beruht auf der folgenden Beobachtung (siehe Epp [1]
Seite 68]).

i.) Finde die Zeilen in denen gilt:

W(A) =w ( und 2) und
W(A—-B)=w und 3 und 4)
A B/A—B|A|B
W | W \\Y% A%
w |t t
t|w W
t]t W

ii.) Nur die Zeile 1 erfiillt W(A) = wund W(A — B) = w.
Dort ist W(B) = w. Also ist B wahr.

iii.) Diese giiltige Argumentsform ist (Modus Ponens):

W(A) =w
W(A — B)=w

 W(B)=w

. steht fiir Also

Man gibt die Argumentationsform Modus Ponens regelméfig
SO an

A— B
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1.19 Beispiel: Wir betrachten

A— (BV-C)
B— (ANC)

A= C

1.20 Bemerkung: Eine Tautologie ist immer (fiir jede Be-
legung) Wahdﬂ. Der folgenden Tabelle entnehmen wir, dass
AN (A — B) — B eine Tautologie ist.

A/B|[A—-B|ANA—B)|ANA—B)— B
W | W W W W
w| f f f W
flw W f W
f|f W f W

Die Tautologie AN (A — B) — B gehdrt zu Modus Ponens.

1.21 Bemerkung: Die folgenden Beweisprinzipien['”| wer-
den wir spiter oder in Ubungen nutzen. Wir wollen jeweils

beweisen, dass B wahr ist.

e Modus Tollens:
W(A)=wund W (=B — —A) = w.
Also: W(B) = w

Yhttps://de.wikipedia.org/wiki/Clara_Immerwahr

9Tn Epp [T, Seite 66ff] werden diese Techniken Rules of Inference oder Valide
Argumente genannt. Das ist vielleicht auch besser.
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e Widerspruchsbeweis/Reductio ad absurdum/'!]:
W(A)=wund W(AA-B — f)=w.
Also: W(B) =w

e Widerspruchsbeweis/Reductio ad absurdum:
W(=B)=wund W (=B — AN —-A) =w.
Also: W(B) = w

e Fallunterscheidung;:
W(A1V A2) = wund W(Al - B) = wund W(A2 —
B) = w.
Also: W(B) =w

e Ersetzung:
W(AV B)=wund W(A) = f.
Also: W(B) =w

Beweis(e): Siehe Epp [1, Seite 66ff].

1.22 Bemerkung: Mathematische Beweise bestehen aus Se-

quenzen solcher valider Argumente.

1.23 Bemerkung: Warum funktioniert Modus Tollens?

e B — —-Aund A — B sind gleichwertig.

HRosen S. 90f erliutert dieses Beweisprinzip und gibt Beispiele an. Niitzlich sind
auch die Erlduterungen in Lee [3] und natiirlich Epp [I, Seite 66ff]
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Warum funktioniert Reductio ad absurdum?

e AN—-B — fund A — B sind gleichwertig.
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2 Mengenlehre

2.1 Beschreibende Definition: Eine Menge M ist die
Zusammenfassung von bestimmten wohlunterschiedenen Ob-
jekten unserer Anschauung oder unseres Denkens (welche die

Elemente von M genannt werden) zu einem Ganzen.

2.2 Bemerkung: Die obige (beschreibende) Definition stammt
von Georg Cantoif!]

2.3 Bemerkung: Die Mengenlehre ist die Lingua franca
(Verkehrssprache) der Mathematik. Wir werden nicht defi-
nieren, was eine Menge ist. Wir lernen also nur wie man ma-
thematisch mit Mengen umgeht. Wir werden nur bestimmte
Beziehungen zwischen Mengen definieren und Konstruk-
tionsprinzipien fiir neue Mengen definieren. Mengen und

ist Element von bleiben undefinierte Grundbegriffe.

"https://de.wikipedia.org/wiki/Georg_Cantor
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2.4 Bemerkung: Fiir Mengen verwenden wir typischerwei-
se (das ist also eine Konvention) die Buchstaben M, N bzw.
meistens A, B, C' bzw. A, Ao, ... und fiir Elemente x,y, 2
bzw. x1, s, .... Wenn ein Objekt x ein Element von A ist,
dann schreiben wir

x € A.

Wenn ein Objekt x nicht Element von A ist, dann schreiben
wir

x & A

2.5 Bemerkung: Wir geben Mengen gelegentlich durch Auf-
zahlung der Elemente an, die dann in geschweiften Klam-
mern eingeschlossen werden. Die Menge der natiirlichen Zah-
len ist z.B.

N:={1,2,3,4,...}.

44

....” verwenden wir nur, wenn die Fortsetzung eindeutig ist.

Wir kénnen Mengen auch durch eine Beschreibung so ange-
ben:

N = {z | x ist eine natiirliche Zahl}

2.6 Bemerkung (Axiomatik): Seit Euklid verwenden Ma-
thematiker die sogenannte axiomatische Methode. Ein
Axiom ist eine unbewiesen als wahr angenommen Aus-

sage. Ausgehend von den Axiomen werden dann Aussagen
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deduktiv abgeleitet.
Ein Axiomensystem sollte:
e widerspruchsfrei sein,
e kurz und einfach sein,
e logisch unabhangige Aussagen enthalten.
2.7 Axiom: Dass zwei Mengen A bzw. B gleich sind, be-
deutet:

i.) Jedes Element, das ein Element von A ist, ist auch ein

Element von B und

ii.) jedes Element, das ein Element von B ist, ist auch ein

Element von A.

A = B bedeutet also:

x e Agdw. x € B.

2.8 Beispiel:

A={n e N|n#1und n ist nur durch sich und 1 teilbar}
B ={n € N|n hat genau 2 Teiler }

Es gilt A = B. Wie beweist man das?
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2.9 Bemerkung: Wichtige Mengen

e N bezeichnet die Menge der natiirlichen Zahlen. N =
{1,2,3,4,5,...}.
Wir beachten, dass 0 keine natiirliche Zahl ist.
P = {p € N|p ist eine Primzahl}.

e 7 bezeichnet die Menge der ganzen Zahlen. Z = {0, —1,1, —2,2, —3.

e Q bezeichnet die Menge der rationalen Zahlen. Q =
{#]a,b € Z und b # 0}.

e R bezeichnet die Menge der reellen Zahlen. R = ...7
2.10 Definition: Es seien A und B Mengen. Wenn fiir jedes

x € Aauch x € B gilt, dann schreiben wir A C B. Wir sagen

in diesem Fall, dass A eine Teilmenge von B ist.

2.11 Definition (Verkniipfungen): Es seien A und B Men-

gen.

i.) Wir definieren
ANB :={xz|r € Aund x € B}.

Wir nennen A N B den Durchschnitt von A und B.
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ii.) Wir definieren
AUB ={x|r € Aoder x € B}.
Wir nennen A U B den Vereinigung von A und B.
iii.) Wir definieren
A\ B ={z|r € Aund = € B}.

Wir nennen A\ B die Differenzmenge von A und B.

2.12 Satz: Es seien A, B,C' Mengen. Dann gelten die fol-

genden Gesetze:

e Kommutativ-Gesetz: AUB=BUA

Kommutativ-Gesetz: AN B=BNA

Assoziativ-Gesetz: (AU B)UC = AU (BUC)

Assoziativ-Gesetz: (AN B)NC =AN(BNC)

Distributivgesetz: AN (BUC)=(ANB)U(ANC)

Distributivgesetz: AU(BNC)=(AUB)N(AUC)

2.13 Definition:: Es sei A eine Menge. Wir definieren

P(A) = {B|B C A}.
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P(A) heifst die Potenzmenge von A.

2.14 Definition: Es sei GG eine Menge und A C G. Wir

definieren
A ={x e Glz & A}.

A heift das Komplement von A (in ). G heifst in diesem

Zusammenhang Grundmenge.

2.15 Satz: A, B, G seien Mengen und A, B C GG. Dann gilt
ei)A\B=ANB"
e ii.) (AUB)" = A°N B°
e iii.) (AN B)*= A°U B¢

o iv.) (A=A

v.) A C B impliziert B¢ C A¢

2.16 Definition: Es seien A, B Mengen. Wir definieren
Ax B :={(z,y)|r € Aund y € B}.

A x B heift das kartesisches Produkt von A und B. Die
Elemente von A x B sind geordnete Paare von Elementen
aus A bzw. B.
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» Beachte unbedingt: {1,2} = {2,1}. Aber (1,2) # (2,1).

» ... man muss also die Form der Klammern beachten.
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3 Relationen und

Abbildungen

3.1 Definition: Es seien A, B Mengen. Eine Teilmenge R C
A x B heikt Relation auf A kreuz B bzw. von A auf B.

Wenn A = B ist, dann heifst R C A x A Relation auf A.

Wenn (z,y) € R, dann schreiben wir x Ry und sagen, dass
die Relation R zwischen x und y gilt. Oder wir sagen dann,

dass x und y zueinander in der Relation R stehen.

3.2 Bemerkung: Wir konnen (jedenfalls manche) Relatio-
nen anschaulich mittels gerichteter Graphen oder mittels

einer Inzidenzmatrix darstellen.

3.3 Definition: Sei R eine Relation auf einer Menge A. Wir

definieren:
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o R ist reflexiv, falls:

fir alle x € A gilt: z Rx.

e R ist symmetrisch, falls:

fiir alle z,y € A gilt: Gilt z Ry, so gilt auch y R x.

e R ist transitiv, falls:
fir alle z,y,z € A gilt: Gilt x Ry und y R z, so gilt

auch r R z.

Eine Relation R auf A, die reflexiv, symmetrisch und transi-

tiv ist, heikt Aquivalenzrelation.

Es sei R eine Aquivalenzrelation auf A und z € A. Dann

heifst die Menge
[z] = {b € A|bRx }

die Aquivalenzklasse zum Reprisentanten z. [z] bein-

haltet also alle x, die zu b in Relation stehen.

3.4 Definition: Es sei R eine Relation auf einer Menge A.

Wir definieren:

e R ist anti-symmetrisch, falls:

fir alle z,y € A gilt: x Ry und y R x impliziert x = y.

e R ist vollstandig, falls:
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fiir alle x,y € A gilt: x Ry oder y R x.

3.5 Bemerkung: Manchmal ist eine dquivalente Charakte-
risierung fiir die Eigenschaft anti-symmetrisch bequemer. R
ist genau dann anti-symmetrisch, wenn z Ky oder y R«

fiir alle , y mit x # y gilt

3.6 Definition: Eine Relation R auf A heiflt partielle Ord-
nung, falls R reflexiv, transitiv und anti-symmetrisch ist.
Ist R eine partielle Ordnung und zudem vollstindig, dann
heifst R eine vollstandige Ordnung.

3.7 Definition: Es seien A und B Mengen. Eine Abbil-
dung f wird durch

e die Angabe der Mengen A und B sowie

e ciner Zuweisungsregel, die jedem x € A genau ein

Element y € B zuweist,
definiert.

Symbolisch geben wir eine Abbildung so an:
f:A—= B,x— f(x)

Wir verwenden die folgenden Begriffe:
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e A heilst Definitionsbereich von f.

B heiflst Zielmenge.

x heift das Argument von f(x).

Ist y = f(x), dann heift y das Bild von z und z ein
Urbild von .

f(A) .= {f(x) |z € A} heifst das Bild oder der Werte-

bereich von f.

Fir V. C B heift f~4V) = {z € A|f(z) € V} das
Urbild von V.

Fir U C A heift {f(z) |xr € U} das Bild von U.

3.8 Definition: Es seien f : A - Bund g : B — C
Abbildungen. Dann heifst die Abbildung

gof:A—=Cxwg(f(x))

die Hintereinanderausfithrung von g nach f.

3.9 Definition: Es sei f : A — B eine Abbildung.

e f heilst injektiv, falls: Fiir alle z,y,x # y,x,y € A
gilt f(x) # f(y).

Unterschiedliche Elemente des Definitionsbereichs ha-
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ben unterschiedliche Bilder.

e f heilst surjektiv, falls: Fiir alle y € B gibt es ein
r e Amit f(x)=uy.

Jedes Element der Zielmenge wird erreicht.

o [ heilst bijektiv, falls f injektiv und surjektiv ist.

3.10 Definition: Definition: Es sei f : A — B eine bijek-
tive Abbildung. Die Abbildung

g: B — Amit g(y) = falls f(x) =y

heift Umkehrabbildung (oder Inverse) von f. Wir be-
zeichnen die Umkehrabbildung mit f~!. Das x mit g(y) =
ist fiir jedes y eindeutig bestimmt [denn f ist bijektiv.|

3.11 Bemerkung: i.) Wir bendotigen die Injektivitat, da wir
sonst nicht wiissten, welchen Wert wir fiir g(y) nehmen sollen.
ii.) Wir benétigen die Surjektivitdt, damit f~! auf ganz B
definiert werden kann. Wire f nur injektiv, dann konnte man

die Umkehrabbildung immerhin auf Bild(f) definieren.

3.12 Satz: Es sei f : A — B eine Abbildung. f ist genau
dann bijektiv, wenn es eine Abbildung g : B — A gibt, so


www.mathfred.de

Manfred Jager-Ambrozewicz www.mathfred.de

dass
go f=idyund fog=1idp.
In diesem Fall ist f~! = g¢.

Dieser Satz eignet sich zum Uberpriifen der Bijektivitit.

3.13 Definition: i.) Zwei Mengen A und B heifen gleich

maichtig, wenn es eine Bijektion zwischen A und B gibt.

ii.) A # () heifst endlich, falls es ein k& € N gilt, so dass: Es
gibt eine Bijektion zwischen A und {1, ..., k}.

iii.) Eine Menge A heifst abzdhlbar unendlich, falls es eine
Bijektion f: A — N gibt.
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4 Vollstandige Induktion

4.1 Bemerkung (Axiomatik): Seit Euklid verwenden Ma-
thematiker die sogenannte axiomatische Methode. Ein
Axiom ist eine unbewiesen als wahr angenommen Aus-
sage. Ausgehend von den Axiomen werden dann Aussagen

deduktiv abgeleitet.

Ein Axiomensystem sollte:
e widerspruchsfrei sein,
e kurz und einfach sein,

e logisch unabhingige Aussagen enthalten.

4.2 Bemerkung: Natiirliche Zahlen N — Axiomensys-
tem von Giuseppe Peand]]

Al: 1 ist eine natiirliche Zahl.

"https://de.wikipedia.org/wiki/Giuseppe_Peano
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A2: Jede natiirliche Zahl hat genau einen von 1 verschiede-

nen Nachfolger, der eine natirliche Zahl ist.

A3: Verschiedene natiirliche Zahlen haben verschiedene Nach-

folger.
A4: Fiir jede Teilmenge M C N mit
-leM

— Ist k ein Element von M, so ist auch der Nachfol-

ger von k ein Element von M
gilt: M =N
4.3 Bemerkung: Vollstandige Induktion — Beweisprin-
Zip
e Ls sei A(n) eine Aussage iiber die natiirliche Zahl n.
— Induktionsanfang (IA): A(1) ist wahr.

— Induktionsschluss (IS): Fiir alle £ > 1 gilt:
Wenn A(k) wahr ist, dann ist auch A(k+1) wahr.

e Dann ist A(n) wahr fiir alle n € N.

Die Teil “Wenn A(k) wahr ist” heift Induktionsvorausset-
zung (IV)
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5 Z.ahlentheorie

5.1 Definition: Die Menge {1,2,3,4,...} heifst Menge der
natiirlichen Zahlen. Wir bezeichnen die Menge der natiir-

lichen Zahlen mit N, also
N=1{1,2,3,4,...}

Wenn k eine natiirliche Zahl bezeichnen soll, dann schreiben
wir £ € N.

Die Menge {0, —1,1,—2,2,—3,3,...} heift Menge der gan-
zen Zahlen. Die Menge der ganzen Zahlen bezeichnen wir
mit Z. Wenn k eine ganze Zahl bezeichnen soll, dann schrei-

ben wir k € Z.

» Zahlentheorie beschéftigt sich mit Z.

5.2 Definition: Es seien a,b € Z,b # 0. b heifst Teiler von

a, wenn es ein ¢ € Z gibt mit bg = a. In diesem Fall schreiben
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wir bla und sagen b teilt a. Wir sagen dann auch, dass a ein

(ganzzahliges) Vielfaches von b ist.

» Die 0 ist speziell: 0 ist Teiler keiner Zahl (sie wird bei der

Definition ausgeschlossen), wird aber von jeder Zahl geteilt.

5.3 Satz: i.) Wenn ¢|b und b|a, dann ca.
ii.) Wenn by|ay, bo|as, dann bibs|a;as.
iii.) Wenn b|ay, blas und o, 8 € Z, dann b|(aa; + Bas).

iv.) Wenn b|a und alb, dann a = b oder a = —b.

» Zwei Fille von iii.) sind besonders wichtig.

1. Wenn b|aq, blag, dann b|(a; + az). [das ist der Fall a =
LB =1]

2. Wenn b|ay, blas, dann b|(a; — ag). [das ist der Fall v =

175 — _1]

5.4 Satz (Division mit Rest): Es sei a,b € Z,b # 0.

Dann gibt es genau eine Darstellung
a=>bqg+rmitqg,reZ,0<r<|b.
Man nennt

e a Dividend
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e b Divisor

e ¢ Quotient

e 1 =1, Rest |bei Division von a durch 0|
5.5 Definition: Es seien a,b € Z. Fine ganze Zahl d €
Z,d # 0 heilt ein gemeinsamer Teiler von a und b, falls
d|la und d|b. Den grofiten gemeinsamen Teiler von a,b
bezeichnet man mit ggT(a, b).

5.6 Satz: Es seien a,b € Z \ {0}. Dann gilt

|b| falls ry/, = 0

T(a,b) =
8T(a,0) {ggT(b, Tq/p) SODSE

5.7 Bemerkung: Der Satz zeigt, wie man den ggT bestim-
men kann. Das Verfahren heifst Euklid’scher Algorithmus.

Mit dem erweiterten euklid’schen Algorithmus kann

man auch immer «, 8 € Z bestimmen, so dass

ggT(a,b)=a-a+p-b.

5.8 Satz (Bezout’s Theorem): Es seien a, b, ganze Zah-

len. Dann gibt es «, § € Z mit

geT(a,b)=a-a+p-b.
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5.9 Bemerkung: Es gibt 10 Typen von Menschen. Dieje-
nigen, die die binaren Zahlen kennen, und die Anderen.

Gemeint war also

(10)=1-2'40-2"=(2);p=2- 10" = 2E

5.10 Satz: Es sei b > 1 eine natiirliche Zahl (wird in die-
sem Zusammenhang Basis genannt). Dann ldsst sich jede

natiirliche Zahl n eindeutig in der Form

n = anb™ + a, 18"+ ...+ a1b + ag

— (am Am—1 -.- A1 ao)b

darstellen, wobei m € Ny, a; € {0,1,2,...,6—1}, a,, # 0. Die
Menge {0,1,2,...,b — 1} heift Ziffernmenge.

5.11 Bemerkung: Praktisch relevant sind besonders b = 10
(Dezimalzahlensystem), b = 2 (Binédrzahlen), b = 16

(Hexadezimalsystem).

Fiir b = 16 benotigt man neue Symbole fiir Ziffern, denn:
(1111)16,(1111)46,(1111)147 Das ist missversténdlich!
Die Ziffermenge ist dann {0,1,2,...,8,9, A, B,C, D, E, F'}
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6 Algebraische Strukturen

6.1 Definition: Es sei m € N das sogenannte Modul und
a,b € 7.

e ¢ heifst kongruent zu b modulo m, falls m|(a —b) gilt.

e In diesem Fall schreiben wir
a = b modm

oder einfach a = b, wenn das Modul m aus dem Zu-

sammenhang hervorgeht.

Also: a = bmod m gdw a — b = k- m fiir ein geeignetes
ke Z.

6.2 Satz: Es sei m € N. Es seien a,b € Z, r, sei der Rest

bei Division von a durch m und r, der Rest bei Division von
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b durch m. Dann gilt:

a=b & r,=nmn

6.3 Satz: Es sei m € N das Modul fiir =. = definiert eine

Aquivalenzrelation auf Z.

6.4 Definition: Es sei m € N das Modul. Fiir a € Z defi-

nieren wir

] = {b|b = a}.

la],, heifst Restklasse von a. Wenn das Modul m aus dem

Zusammenhang hervorgeht, dannn schreiben wir nur [a).

6.5 Satz Es sei m € N das Modul. Es seien a,b € Z und r

der Rest bei Division von a durch m. Es gilt

6.6 Satz Es gibt m Restklassen: [0], [1], ..., [m — 1].

6.7 Restklassen und deren Arithmetik (Kreisarith-
metik Modulararithmetik)
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e Satz: Es sei m € N das Modul.

—
—_
—

da'],[b] = [t], dann [a + b] = [a’ + V]
a'l,[b] = V'], dann [a-b] = [@' - V]

—
—
—

e Definition: Es sei m € N,

Zo = {lalla € Z} = {[0], 1] ..., ]m — 1]}

e Definition: Es sei m € N das Modul. Es seien a, b € Z.

Wir definieren zwei Verkniipfungen auf Z,,:

la] @ [b] = [a + 0]
la] © (6] = [a - 0]

6.8 Definition (Inverse beziiglich ®:) Es sei [a] € Z,,

eine Restklasse. Eine Restklasse [b] mit

heift Inverses von |a] bezliglich &. Man nennt [0] das neu-

trale Element von Z,, beziiglich .

6.9 Satz: [—al ist ein Inverses von [a].

6.10 Definition (Inverse beziiglich ®): Essei [a| € Z,,, |a] #
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0] eine Restklasse # [0]. Eine Restklasse [b] mit

heiftt Inverses von |a] beziiglich ®. Man nennt [1] das neu-

trale Element von 7Z,, beziiglich ®.

6.11 Kiirzen und Inverse beziiglich ® in Z,,

e Satz (Inverses in Z,,): [k] € Z,, \ {[0]} hat genau
dann ein Inverses beziiglich ®, falls ggT(k, m) = 1.

e Betrachte: Wenn der g¢'T' 1 ist, dann gibt es o, 8 € Z
mit 1 = ak + fm. Man bestimmt o« und S mit dem
erweiterten euklidischen Algorithmus.

Also [1] = |[ak + fm| = [ak] = [a][k]. Also ist [« das

Inverse von [k].

e Wenn m eine Primzahl ist, dann gibt es fiir alle [k] # [0]

ein Inverses.

e Satz (Kiirzen in Z,,): Es sei m € N das Modul und
k # 0 und ggT(k,m) = 1. Wenn [k] ® [a] = [k] ® [b],
dann [a] = [b].

6.12 Notation/Konvention

e Hs sei m € N das Modul. Wenn wir ein festes Modul
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betrachten und Missverstindnisse ausgeschlossen sind,

dann
— schreiben wir a anstatt [al,, bzw. [a].

— Anstatt @ schreiben wir oft auch einfach +. Also
a + b anstatt [a] @ [b]

— Anstatt ® schreiben wir oft auch einfach - . Also

ab anstatt [a] - [0]

6.13 Definition (Gruppe): Eine Menge G zusammen mit

einer Verkniipfung
®:GxG—G,(a,b) »a®b

heilkt Gruppe, falls:

o Esgibteinee Gmite®a=a=a®efiir allea € G.

e heifst das beziiglich ® neutrale Element.

e Fiir alle a € G gibt es ein eindeutig bestimmtes b € G
mit b ® a = a ® b = e. b heilst das beziiglich ® zu a

inverse Element.

e Fiir alle a,b,c € Ggilt (a®b)®c = a® (b® c).

|Assoziativitit]

Beachte, dass a ® b € G gelten muss. Die Eigenschaft nennt
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man die Abgeschlossenheit von ®.

Ist G zusammen & eine Gruppe und gilt a® b = b® a, dann
heilst die Gruppe kommutativ.

6.14 Definition (Ko6rper): Eine Menge K zusammen mit

zwel Verkniipfungen

®:KxK—=K,(a,b)—a®db
©:KxK—K, (a,b)—a®b

heilst Korper, falls:

e K zusammen mit & ist eine kommutative Gruppe.

Das neutrale beziiglich & bezeichnen wir mit 0. [die

Null]

o K* = K\{0} zusammen mit ® ist eine kommutative

Gruppe. Das neutrale Element bezeichnen wir mit 1.

|die Eins]
e Fiir alle a,b,c € R gilt:

a®bdc)=a@b®a®c [Distributivgesetz|

6.15 Satz:i.) Z' = {k € Z,,\ {[0] | ggT(k, m) = 1} zusam-
men mit @ bilden eine kommutative Gruppe. Das neutrale

Element ist [1].
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ii.) Zy,, mit @& und © ist genau dann ein Korper, falls m eine

Primzahl ist.

Die Notation GF(p) = Z, ist dann iiblich; GF steht fiir
Galois-Field (Galois-Koérper).

6.16 Satz (der kleine Satz von Fermat): Wenn p eine
Primzahl ist, dann gilt fiir jedes a € Z,p fa

a? =1 modyp

» Man kann den Satz auch dquivalent so formulieren:

6.17 Satz (der kleine Satz von Fermat): Es sei p eine
Primzahl. Fiir jedes a € GF(p),a # 0 gilt

a? =1 [inZ,=GF(p)]

Beweis: Wir betrachten fiir a # 0 die Elemente a® 1, ..., a®
(p — 1) des GF(p). Diese Elemente miissen alle verschieden

sein [denn man kann in GF(p) das a kiirzen|.

Dann gilt

{L,.,p—1}={a®1,...,a0 (p—1)}.
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Dann folgt

10..0p-1)=0@0])0@62)e..0@6(p-1))
=" '01020...0((p—1).

Kiirzen:

1 =alh

6.18 Bemerkung: Mit dem kleinen Satz von Fermat sieht
man, dass a?~? das Inverse von a € GF(p),a # 0 ist. [denn:

a’Pa=a"'=1inZ,]
6.19 Bemerkung (RSA Verschliisselung):

e [is gibt zwei Schliissel, die zusammengehoren:

— einen Gffentlichen Schliissel, den der Absender (Ali-

ce) zum verschliisseln verwendet.

— einen privaten Schliissel, den nur der Empfanger

(Bob) kennt und zum Entschliisseln verwendet.

e Bob generiert das Schliisselpaar und iibermittelt den
offentlichen Schliissel an Alice. Bei dieser Ubermitt-
lung muss der Alice sicher sein, dass ihm der 6ffentliche

Schliissel wirklich von Bob geschickt wurde.

e Ferner muss es praktisch unmoglich sein, den privaten
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Schliissel auf Basis des 6ffentlichen Schliissels (und der

verschliisselten Nachricht) zu ermitteln.

e https://de.wikipedia.org/wiki/RSA-Kryptosystem

6.20 RSA Verschliisselung

e Zu einem RSA gehoren ein offentlicher Schliissel (e, n)

und ein privater Schliissel (d,n) mit
— p, q sehr grofse Primzahlen, n = pq.

— Wihle e teilerfremd zu (p — 1)(¢ — 1).

— Bestimme d mit d-e = 1 mod (p — 1)(qg — 1).
|d ist das Inverse von e in Z?p_l)(q_l); mit dem

erweiterten euklidischen Algorithmus|

e Die Nachricht N wird mit (e, n) verschliisselt: S = N°¢

mod n. Versendet wird dann S.

e Die Nachricht NV wird mit dem privaten Schliissel (d, n)

entschliisselt: N = S% mod n.

e Wir miissen beweisen (mit dem kl. Fermat), dass die

Schliissel funktionieren:

N = (N9)*= N mod n
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e Eis ist nach aktuellem Ermessen fiir sehr grofte Prim-
zahlen p, g praktisch unmoglich, die Faktorisierung pq

von n auf Basis von e (und n) zu berechnen.

e Nach aktuellen Wissen bendtigt man diese Faktorisie-

rung, um d zu bestimmen.

e Hartmann, Seite 136ff, https://de.wikipedia.org/
wiki/RSA-Kryptosystem

6.21 Beispiel: p =3, =5 n=15. (p—1)(¢—1) = &
e = 3. d = 3 (bestimmt man mit dem erweiterte euklidischen

Algorithmus).

Die Nachricht ist N = 7. Dann 13 = 73 mod 15. Ubertragen
wird 13. Entschliisselt: 7 = 13 mod 15.

6.22 Beispiel: p =11,¢g =13.n = 143. (p—1)(¢—1) = 120.
e = 23. d = 47 bestimmt mit dem erweiterte euklidischen

Algorithmus.

e Die Nachricht ist N = 7. Dann 2 = 7% mod 143. Uber-
tragen wird 2. Entschliisselt: 7 = 24" mod 143

e Vorsicht: die Zahlen werden so grofs, dass selbst gute
Software bei unvorsichtiger Anwendung falsche Ergeb-

nisse liefern.
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7 Vektoren und lineare

(Gleichungssysteme

7.1 Vektoren des R": Eine Spalte von reellen Zahlen der

(551\

2

Lange n

o)

nennen wir Vektor des R"™ und schreiben x € R”.

7.2 Vektoren im R% x; = (1,1)7, xo = (—=2,1)T grafisch

darstellen
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7.3 Definition (Vektoren im R?) addieren: Zwei Vekto-

ren

() m

)

addieren wir elementweise

(331\ (y \ (331 + yl\

1
X To +
X4y = 2 n le _ 2 T Y2
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7.4 Definition (Vektoren mit einen Skalar multipli-
zieren): Einen Vektor x kann man mit einem Skalar A € R

multiplizieren:

(xl\ /Mn\

)\5132

Kxn ) \A;:n )
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Skalieren (o = (.75, )

1
X

7.5 Definitionen (Linearkombination): Wenn zwei Vek-
toren x,y € R"” und zwei Skalare a, 5 € R gegeben sind,

dann konnen wir die Linearkombinationen bilden

(351\ (%\ (045131 + 5%\

ax + Bys

\:én ) \yg ) \mnmyn )

7.6 Definition (Vektorrdume): Eine nichtleere Menge V/

ax + Py =« ’

mit zwei Verkniipfungen

+: VXV =V (v,w)—v+w
i RXV 2V (Av)— v

heifst Vektorraum, falls
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o (V,+) ist eine kommutative Gruppe.
e Fiir alle v, w, a, 5 gilt
—1l-v=v
—a-(fv)=(af)-v
—a-(V+wW)=a-v+a-w

— (a+08)-v=a-v+[-v

» R"” ist ein Vektorraum.

7.7 Definitionen: Ein rechteckiges Schema

(CL1,1 a2 ... A1n-—1 al,n\
a1 @22 ... Aap—1 QA2n
A =
\am,l Am,2 - Amnp—1 am,n)

mit reellen Werten a; ; € R, m,n € N heifst m x n Matrix.

Fiir die Menge der m x n Matrizen schreiben wir R™*" oder
M(m,n;R).

Ist a; ; ein Eintrag der Matrix A, dann heifst ¢ der Zeilenin-
dex und j der Spaltenindex des Eintrags a; ;. Der Zeilen-
index steht also vorne und der Spaltenindex hinten. Manche

Autoren machen zwischen ¢z und j kein Komma. Wir nennen
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das Paar (i, 7) die Stelle des Eintrags a; ;.

7.8 Definitionen (Matrix - Vektor): Ist x € R" so eine
Spalte der Lange n, dann definiert man das Produkt Ax €
R™ durch

( 1121 + ... + A1 Ty \ (aljl\ (aljn\

a2 11 + ... + A2 nTy a1 az.n
Ax = =53 + ...+ x,

Kam,lxl + ot am,nl'n) \am,lj Kam,n)

Ax ist also die Linearkombination der Spalten von A

(aber man rechnet zeilenweise Zeile mal Spalte).

7.9 Definitionen (Lineare Gleichungen): Es seien a;,i =
1,...,n und b reelle Zahlen. Dann heift

a1x1+ ... +a,x, = b

eine lineare Gleichung mit den Koeffizienten a;, den Un-

bekannten z; und der rechten Seite b.
Sind s;,7 = 1, ...,n reelle Zahlen, so dass
a1+ ... +a,S, =0>b

gilt, dann heift (sq,...,s,)" € R" eine Losung der linearen

Gleichung.
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7.10 Definiton: Es seien a;;,7 = 1,...,m,j =

b;,7 =1,...,m reelle Zahlen. Dann heift

A1,1T1 + A12T2 + ... + A1 pTy = by
2171 + A22T9 + ... + A2 n Ty = b

A 171 + Q2T + o + ATy = by,

1,...,n und

ein lineares Gleichungssystem oder LGS — mit m linearen

Gleichungen, den n Unbekannten x;, den Koeffizienten a;

und den rechten Seiten b;.

Lost ein Vektor s := (sq,...,s,)] € R" jede der m linea-

ren Gleichungen, dann heifst s eine Losung des linearen

Gleichungssystems.

Ein LGS

1,171 + Q1272 + ... + Q1 pTy = by

211 + A29T9 + ... + A9 Ty = b

A, 171 + Q2T + oo + ATy, = by

kann man kompakt als

schreiben.
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Noch knapper représentiert die sogenannte erweiterte Sy-

stemmatrix
/Clm ar2 ... Ain-1 din bl\
(A b) _ a1 AaA22 ... G2pn—-1 Q2n bs
\am,l m,2 -+ Amn—1 Amn bm)

das lineare Gleichungssystem.

7.11 Definiton: Die folgenden drei Operationen heifsen ele-

mentare Zeilenumformungen (Umformungsschritte):

e Das A-fache der k-ten Zeile (Gleichung) zur [-ten Zeile
(Gleichung) addieren. Dabei muss k # [ gelten.

o Die k-te Zeile (Gleichung) mit der [-ten Zeile (Glei-

chung) vertauschen. Dabei muss k # [ gelten.
e Eine Zeile (Gleichung) mit A # 0 multiplizieren.
7.12 Satz: Die Losungsmenge eines linearen Gleichungssys-

tems Ax = b ist invariant beziiglich auf die erweiterte Sy-

stemmatrix angewandte elementare Zeilenoperationen.

7.13 Bemerkung: Die Idee des sogenannten Gaulf’schen

Eliminationsverfahren besteht darin, das LGS durch ele-


www.mathfred.de

Manfred Jager-Ambrozewicz www.mathfred.de

mentare Zeilenoperation so zu vereinfachen, dass man die

Losung fast ablesen kann.

7.14 Definition (Zeilenstufenform): Der erste von Null

verschiedene Eintrag einer Zeile heifst Leitkoeffizient der
Zeile.

Eine Matrix ist in Zeilenstufenform, wenn jeder Leitkoef-
fizient — bis auf den Koeffizienten der obersten Zeile — rechts
von Leitkoeflizienten der dariiberstehenden Zeile steht und
alle etwaigen Nullzeilen der Matrix unten stehen. Die Zahl
der Leitkoeffizienten (also der Zahl der Nicht-Null-Zeilen) der
Zeilenstufenform einer Matrix A heifst der Rang der Matrix
A.

7.15 Satz (Charakterisierung der Losungsmenge): An
einer Zeilenstufenform der erweiterten Systemmatrix kann

man zunachst drei Falle erkennen:

e Wenn in der letzten Spalte ein Leitkoeffizient steht,
dann hat das LGS keine Losung. Die Losungsmen-

ge ist leer.

e Steht in jeder der ersten n Spalten ein Leitkoeffizient
und in der letzte Spalte kein Leitkoeffizient, dann gibt

es genau eine Losung.
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e Steht in der letzten Spalte und in mindestens einer wei-
teren Spalte kein Leitkoeffizient, dann gibt es unend-

lich viele Losungen.

7.16 Definition (Basisvariablen und freie Variablen):
Wir betrachten ein lineares Gleichungssystem dessen Matrix
in Zeilenstufenform ist. Die Variablen, die zu einer Spalte mit
Leitkoeffizienten gehoren heiken Basisvariablen. Die ande-

ren Variablen heifsen freie Variablen.

7.17 Bemerkung (Riickwirtssubstitution): Falls die Lo-
sungsmenge nicht leer ist, so findet man die Losungsmenge
des LGS, indem man die Zeilen des reduzierten LGS von un-
ten nach oben nach den Basisvariablen auflost (Riickwérts-

substitution).

Wenn es keine freien Variablen gibt, so findet man so auch

die eindeutig bestimmte Ldsung.

Wenn es N 3 ¢ > 0 freie Variablen gibt, dann erhilt man
fiir jede Wahl der freien Variablen x;, = A1, ..., 1, = A, wie-
der mit Riickwartssubstitution eine Losung des LGS; I} <
... <, sind die Indizes der freien Variablen. Die allgemeine

Losung hat dann (das miissen Sie an vielen Beispielen iiben)
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die Form:

(551\ /Ul\ (U%\

U9 v

o))y

Der Vektor u = (uy, uo, ..., u,)T € R™ heifit (eine) spezielle

Losung.

Die Vektoren v¥ = (vf o4, ..., vF)T € R", k = 1,..., q bilden
eine Basis des Kerns des LGS.
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