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1 Logik

Man kann Logik als eigenständiges Fach betrachten. Wir

konzentrieren uns aber auf die für die Mathematik nützli-

chen Aspekte bzw. Konzepte. Logik ist dabei ein Hilfsmittel,

um Erkenntnisse zu gewinnen.1 Wir sind nur so formal und

nur so umfassend wie nötig. Mehr kann man hier nachlesen:

https://www.logicmatters.net/. Gut sind auch Lee [3],

Rosen [4] und Epp [1].

Aussagen, Verknüpfungen und

Aussageformen

1.1 De�nition: Wir de�nieren

i.) Eine Aussage ist ein Satz, der

1Wenn ich ein Wort kursiv schreibe wird, dann möchte ich verdeutlichen, dass
etwas ambivalentes sage.

https://www.logicmatters.net/
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w = �wahr�

oder

f = �falsch�

sein kann. w bzw. f heiÿen Wahrheitswerte.

Für Aussagen verwenden wir die Buchstaben A,B,C,

A1, A2, ..., B1, B2, .... Also groÿe Buchstaben vom An-

fang des Alphabets; unter Umständen mit einem Index.

ii.) Wir verknüpfen Aussagen (insbesondere Aussagena-

tome) zu neuen Aussagen. Die Wahrheitswerte dieser

neuen Aussagen haben dann Wahrheitswerte, die sich

gemäÿ entsprechender Tafeln berechnen lassen (folgt).

▶ Ich ho�e, sie können auf Basis dieser De�nition erkennen,

wann eine Aussage vorliegt und wann nicht. Die De�nition

erfüllt nur bedingt die Anforderungen, die wir (Mathemati-

ker*innen) an eine De�nition stellen. Ehrlich gesagt, habe ich

gar nicht vor, zu de�nieren, was ein Satz ist und was wahr

und falsch bedeutet.

Aber: Ich de�niere mathematisch sorgfälig, wie man

mit Aussagen umgeht. Satz, wahr, falsch sind unde-

�nierte Grundbegri�e.2.

2So wie Punkt in der Geometrie und Menge in der Mengenlehre

www.mathfred.de


Manfred Jäger-Ambro»ewicz www.mathfred.de

Es gibt Aussagen, da weiÿ jeder, dass sie wahr sind: 7 ist ei-

ne Primzahl. Es gibt Aussagen, da weiÿ jeder, dass sie falsch

sind: 3 ist ein Teiler von 8. Es gibt Aussagen, da wissen nur

manche, dass sie wahr sind: Es gibt unendlich viele Primzah-

len. Das der groÿe Satz von Fermat wahr ist, dass wissen wir

erst seit einigen Jahren. Für den Nachweis benötigten wir

350 Jahre.3

Jetzt erläutere ich Ihnen wie man Aussagen (bzw. mit Aus-

sageformen) umgeht/rechnet.4

1.2 De�nition: Aussagen kann man verknüpfen und er-

hält neue Aussagen. DenWahrheitswert der durchVerknüp-

fung(en) erhaltenen Aussage erhält man durch Anwendung

der folgenden Regeln.

i.) Wahrheitstafel für ¬ (�nicht�)

A ¬A
w f

f w

ii.) Wahrheitstafel für ∧ (und)

3https://de.wikipedia.org/wiki/Grosser_Fermatscher_Satz
4Ich rechne, also bin ich.

www.mathfred.de
https://de.wikipedia.org/wiki/Grosser_Fermatscher_Satz


Manfred Jäger-Ambro»ewicz www.mathfred.de

A B A ∧B

w w w

w f f

f w f

f f f

iii.) Wahrheitstafel für ∨ (�oder�)

A B A ∨B

w w w

w f w

f w w

f f f

iv.) Wahrheitstafel für → (�impliziert�)

A B A → B

w w w

w f f

f w w

f f w

v.) Wahrheitstafel für ↔ (�genau dann wenn�)

www.mathfred.de
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A B A ↔ B

w w w

w f f

f w f

f f w

1.3 De�nition: Logische Formeln/Aussageformeln/Aussageformen

entstehen im ersten Schritt durch syntaktisch zulässige Ver-

knüpfung vonAussageatomen, die wir mitA,B,C,A1, A2, ...

bezeichnen; Aussageatome lassen sich nicht zerlegen. Weitere

logische Formeln können wir dann weiter mit Aussageatomen

oder mit schon de�nierten Formeln erzeugen. Damit der Vor-

rang ersichtlich bleibt, verwenden wir Klammern. Für sol-

che zusammengesetzten Formeln verwenden wir F, F1, F2, ....

Beispiel:

F1 = (A ∨B) → (C ∧ (A → B))

F1 = A ∨ (B → C) ∧ (A → B)

Für jede Belegung der Aussageatome mit Wahrheitswerten

können wir dann (u.U. mühsam) den Wahrheitswert von F

bestimmen. Wenn Sie Lust haben, dann schreiben sie ein

Programm.5

5https://de.wikipedia.org/wiki/Ada_Lovelace
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1.4 Bemerkung: Was ist der Unterschied zwischen Aussa-

gen und Aussageformen? Wir überlegen uns, was der Unter-

schied zwischen 3 · 4 + 3 und dem Term x · y + x ist. ......

Aussageformen sind Formeln/Terme in die man Aussagen

einsetzen kann. Das (einsetzen) haben wir aber zunächst gar

nicht vor. Wir interessieren uns vorwiegend, wie man mit den

Aussageformen/Termen umgeht/rechnet. Später, wie man mit

Aussageformen valide Argumente erhält.

� Aussagen haben eine echte sachliche Bedeutung.

� Aussageformeln sind nützlich, um valide Argumentati-

onsformen/Beweisprinzipien zu erhalten. Das wird sich

im folgenden zeigen.

1.5 Bemerkung: Die Wahrheitstafel für die Implikation ist:

A B A → B

w w w

w f f

f w w

f f w

Wie überprüft man W (A → B) = w?

www.mathfred.de
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Man muss nachweisen, dass:

W (A) = w und W (B) = f

nicht eintreten kann.

� Sollte W (A) = w sein, dann darf W (B) = f

nicht sein.

� Sollte W (B) = f sein, dann darf W (A) = w

nicht sein.

� Für den Fall W (A) = f muss man nichts

prüfen !!!!

1.6 Bemerkung:Die folgende Aufgabe heiÿtWasons Aus-

wahlaufgabe6. Auf dem Tisch liegen vier Karten. Auf der

einen Seite jeder Karte steht eine Zahl und die andere Seite

ist braun oder rot.

Abbildung 1.1: https://en.wikipedia.org/wiki/Wason_
selection_task

Jetzt die Aufgabe:

6https://en.wikipedia.org/wiki/Wason_selection_task

www.mathfred.de
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Wie überprüft man, ob �Wenn auf der Vordersei-

te eine gerade Zahl steht, dann ist die Rückseite

rot� wahr ist? Welche der Kartenmussman dafür

umdrehen?

A = Auf der Vorderseite steht eine gerade Zahl,

B = Die Rückseite ist rot.

Gilt A → B?

Folgendes darf nicht sein: W (A) = w und W (B) = f .

1.7 Bemerkung: Die Wahrheitstafel für die Implikation ist

gemäÿ De�nition:7

A B A → B

w w w

w f f

f w w

f f w

Die beiden letzten Zeilen provozieren Fragen? Warum de�-

niert man für die Fälle mitW (A) = f , dassW (A → B) = w

7Siehe Smith in Introduction to formal Logic, Kapitel 18 https://www.
logicmatters.net/ und die nächste Folie!

www.mathfred.de
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ist? Die folgenden Bemerkungen sind vielleicht verwirrend.

Sie kann für unsere Zwecke ohne Schaden übersprungen wer-

den.

Wir werden regelmäÿig zulässig (deshalb grün) so argumen-

tieren (das Argument heiÿt (Modus Tollens)):

a.) Wenn A, dann B. B gilt nicht. Also gilt A

nicht.

und so kann man nicht argumentieren (deshalb rot):

b.) Wenn A, dann B. B gilt. Also gilt A.

Man sagt: Die Argumentationsform a.) ist gültig/valide.

Argumentationsform b.) ist nicht gültig/invalide!

Dann sehen wir

� Die vierte Zeile der Tabelle für → ist passend de�-

niert: Das sieht man an der zulässigen Argumentati-

on a.). Die einzige Zeile mit W (A → B) = w und

W (B) = f ist die vierte Zeile. In dieser Zeile ist wie

gewünscht W (A) = f . Wenn wir die vierte Zeile än-

dern, dann könnten wir W (A) = f nicht ermitteln.

� Die dritte Zeile ist auch passend de�niert. Das sieht

man an b.). Denn: Es gibt zwei Zeilen mit W (A →
B) = w und W (B) = w [die dritte und die erste]. A

www.mathfred.de
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kann den Wert w oder den Wert f haben. Wir können

also den Wahrheitswert nicht ermitteln und so soll es

auch sein, denn die rote Argumentationsform ist invali-

de. Wenn man die dritte Zeile ändert, dann wäre b.) zu-

lässig und man könnte merkwürdigerweise W (A) = w

ermitteln.

▶ Eine brauchbare De�nition Verknüpfung der Implikation

→ muss also so sein, wie sie ist. (siehe auch Epp [1, Seite 68]

zum Thema valide versus invalide Argumente)

1.8 Aufgabe 1.1: Bestimmen sie die Wahrheitswerte für

a.) (A ∧ (A → B)) → B

b.) (A ∨B) → (C ∧ (A → B))

1.9 De�nition: Aussageformen F1 und F2 heiÿen gleich-

wertig, wenn sie für jede Belegung der Atomen, den gleichen

Wert haben.

1.10 Aufgabe 1.2: Überprüfen Sie:

a.) A → B ist gleichwertig zu ¬B → ¬A

b.) A → B glw A ∨B

www.mathfred.de
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c.) A → B glw A ∨ ¬B

d.) A → B glw ¬A ∨B

▶ Wir benötigen regelmäÿig die folgenden Gleichwertigkei-

ten. Die Gleichwertigkeiten sollte man auswendig können und

zwar auch dann, wenn man nachts geweckt wird.

1.11 Satz: Es gilt

i.) A → B ist gleichwertig zu ¬B → ¬A.

ii.) A → B ist gleichwertig zu ¬A ∨B.

iii.) A → B ∧B → A ist gleichwertig zu A ↔ B.

iv.) ¬(A ∨B) ist gleichwertig zu ¬A ∧ ¬B (De Morgan-

sche8 Regel).

v.) ¬(A ∧B) ist gleichwertig zu ¬A ∨ ¬B (De Morgan-

sche Regel).

1.12 Aufgabe 1.3: Beweisen Sie alle Gleichwertigkeiten aus

dem vorherigen Satz.

1.13 Bemerkung:

8https://de.wikipedia.org/wiki/Ada_Lovelace

www.mathfred.de
https://de.wikipedia.org/wiki/Ada_Lovelace


Manfred Jäger-Ambro»ewicz www.mathfred.de

� Wenn man die Gleichwertigkeit zweier Formeln veri�-

zieren will, dann kann man dieWahrheitstafel für bei-

de Formeln bestimmen. Dann sieht man gegebenenfalls,

dass die beiden Formeln immer (bei jeder Belegung der

Atome) den gleichen Wert haben.

� Es geht aber auch verbal.

� A → B sei wahr. Kann dann ¬B → ¬A falsch

sein? Wir nehmen an, dass ¬B → ¬A falsch ist.

¬B → ¬A falsch, bedeutet: ¬B ist wahr, aber

¬A ist falsch. Also A wahr und B falsch. Dann

wäre aber A → B falsch. Wir erhalten einen Wi-

derspruch: Die Voraussetzung W (A → B) = w

ist also unvereinbar mitW (¬B → ¬A) = f . Also:

WennW (A → B) = w, dannW (¬B → ¬A) = w

� ¬B → ¬A ... DIY

Prädikate

▶ Mathematik ohne x ist nix.

1.14 De�nition: A(x) heiÿt Prädikat, wenn A(x) für jede

zulässige konkrete Einsetzungen von x eine Aussage/Aussageform

ist. Die zulässigen Einsetzung x sind Elemente der Menge U ,

www.mathfred.de
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dem sogenannten Universum.

x ist ein Platzhalter. Dort kann man etwas einsetzen. Wenn

man etwas zulässiges einsetzet, dann erhält man eine Aussa-

ge.

Beispiel:

A(x) = x ist eine Primzahl.

Die Menge der natürlichen Zahlen N = {1, 2, 3...} ist die

Menge der möglichen zulässigen Einsetzungen, d.h. U = N.
Wenn wir z.B. 7 einsetzen, dann erhalten wir die wahre Aus-

sage

7 ist eine Primzahl.

Wenn wir 4 einsetzen (das ist zulässig), dann erhalten wir die

falsche Aussage

4 ist eine Primzahl.

1.15 De�nition:

� ∀ für für alle

� ∃ für es gibt

▶ Auch die folgenden Regeln sollte man auswendig können

www.mathfred.de
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und natürlich verstanden haben.

1.16 Satz: Es gelten die folgenden Formeln der Prädika-

tenlogik

� ¬(∀x : A(x)) ist gleichwertig zu ∃ x : ¬A(x)

� ¬(∃x : A(x)) ist gleichwertig zu ∀ x : ¬A(x)

Aussageformen, Validität und

Beweisprinzipien

1.17 De�nition: Eine Argumentationsform ist eine Fol-

ge von Aussageformen (die wir gerne untereinander schrei-

ben). Alle Aussageformen bis auf die letzte heiÿen Hypo-

thesen. Die letzte Aussageformen der Argumentationsform

heiÿt Konklusion.

Eine Argumentationsform heiÿt valide bzw. gültig, wenn

für alle Belegungen in denen alle Hypothesen wahr sind, auch

die Konklusion wahr ist.

Wir nennen eine gültige Argumentationsform auch Beweis-

prinzip.

1.18 Bemerkung: Das Beweisprinzip des direkten Be-

www.mathfred.de
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weises beruht auf der folgenden Beobachtung (siehe Epp [1,

Seite 68]).

i.) Finde die Zeilen in denen gilt:

W (A) = w (Zeile 1 und 2) und

W (A → B) = w (Zeile 1 und 3 und 4)

A B A → B A B

w w w w w

w f f

f w w

f f w

ii.) Nur die Zeile 1 erfülltW (A) = w undW (A → B) = w.

Dort ist W (B) = w. Also ist B wahr.

iii.) Diese gültige Argumentsform ist (Modus Ponens):

W (A) = w

W (A → B) = w

∴ W (B) = w

∴ steht für Also

Man gibt die Argumentationsform Modus Ponens regelmäÿig
so an

A

A → B

∴ B

www.mathfred.de
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1.19 Beispiel: Wir betrachten

A → (B ∨ ¬C)

B → (A ∧ C)

∴ A → C

1.20 Bemerkung: Eine Tautologie ist immer (für jede Be-

legung) wahr9. Der folgenden Tabelle entnehmen wir, dass

A ∧ (A → B) → B eine Tautologie ist.

A B A → B A ∧ (A → B) A ∧ (A → B) → B

w w w w w

w f f f w

f w w f w

f f w f w

Die Tautologie A∧ (A → B) → B gehört zu Modus Ponens.

1.21 Bemerkung:Die folgendenBeweisprinzipien10 wer-

den wir später oder in Übungen nutzen. Wir wollen jeweils

beweisen, dass B wahr ist.

� Modus Tollens:

W (A) = w und W (¬B → ¬A) = w.

Also: W (B) = w

9https://de.wikipedia.org/wiki/Clara_Immerwahr
10In Epp [1, Seite 66�] werden diese Techniken Rules of Inference oder Valide

Argumente genannt. Das ist vielleicht auch besser.

www.mathfred.de
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� Widerspruchsbeweis/Reductio ad absurdum11 :

W (A) = w und W (A ∧ ¬B → f ) = w.

Also: W (B) = w

� Widerspruchsbeweis/Reductio ad absurdum:

W (¬B) = w und W (¬B → A ∧ ¬A) = w.

Also: W (B) = w

� Fallunterscheidung:

W (A1∨A2) = w und W (A1 → B) = w und W (A2 →
B) = w.

Also: W (B) = w

� Ersetzung:

W (A ∨B) = w und W (A) = f .

Also: W (B) = w

Beweis(e): Siehe Epp [1, Seite 66�].

1.22 Bemerkung:Mathematische Beweise bestehen aus Se-

quenzen solcher valider Argumente.

1.23 Bemerkung: Warum funktioniert Modus Tollens?

� ¬B → ¬A und A → B sind gleichwertig.

11Rosen S. 90f erläutert dieses Beweisprinzip und gibt Beispiele an. Nützlich sind
auch die Erläuterungen in Lee [3] und natürlich Epp [1, Seite 66�]

www.mathfred.de
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Warum funktioniert Reductio ad absurdum?

� A ∧ ¬B → f und A → B sind gleichwertig.

www.mathfred.de


2 Mengenlehre

2.1 Beschreibende De�nition: Eine Menge M ist die

Zusammenfassung von bestimmten wohlunterschiedenen Ob-

jekten unserer Anschauung oder unseres Denkens (welche die

Elemente von M genannt werden) zu einem Ganzen.

2.2 Bemerkung:Die obige (beschreibende) De�nition stammt

von Georg Cantor1.

2.3 Bemerkung: Die Mengenlehre ist die Lingua franca

(Verkehrssprache) der Mathematik. Wir werden nicht de�-

nieren, was eine Menge ist. Wir lernen also nur wie man ma-

thematisch mit Mengen umgeht. Wir werden nur bestimmte

Beziehungen zwischen Mengen de�nieren und Konstruk-

tionsprinzipien für neue Mengen de�nieren. Mengen und

ist Element von bleiben unde�nierte Grundbegri�e.

1https://de.wikipedia.org/wiki/Georg_Cantor

https://de.wikipedia.org/wiki/Georg_Cantor
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2.4 Bemerkung: Für Mengen verwenden wir typischerwei-

se (das ist also eine Konvention) die Buchstaben M,N bzw.

meistens A,B,C bzw. A1, A2, ... und für Elemente x, y, z

bzw. x1, x2, .... Wenn ein Objekt x ein Element von A ist,

dann schreiben wir

x ∈ A.

Wenn ein Objekt x nicht Element von A ist, dann schreiben

wir

x ̸∈ A.

2.5 Bemerkung:Wir geben Mengen gelegentlich durch Auf-

zählung der Elemente an, die dann in geschweiften Klam-

mern eingeschlossen werden. Die Menge der natürlichen Zah-

len ist z.B.

N := {1, 2, 3, 4, ...}.

�,...� verwenden wir nur, wenn die Fortsetzung eindeutig ist.

Wir können Mengen auch durch eine Beschreibung so ange-

ben:

N = {x | x ist eine natürliche Zahl}

2.6 Bemerkung (Axiomatik): Seit Euklid verwenden Ma-

thematiker die sogenannte axiomatische Methode. Ein

Axiom ist eine unbewiesen als wahr angenommen Aus-

sage. Ausgehend von den Axiomen werden dann Aussagen

www.mathfred.de
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deduktiv abgeleitet.

Ein Axiomensystem sollte:

� widerspruchsfrei sein,

� kurz und einfach sein,

� logisch unabhängige Aussagen enthalten.

2.7 Axiom: Dass zwei Mengen A bzw. B gleich sind, be-

deutet:

i.) Jedes Element, das ein Element von A ist, ist auch ein

Element von B und

ii.) jedes Element, das ein Element von B ist, ist auch ein

Element von A.

A = B bedeutet also:

x ∈ A gdw. x ∈ B.

2.8 Beispiel:

A = {n ∈ N |n ̸= 1 und n ist nur durch sich und 1 teilbar}

B = {n ∈ N |n hat genau 2 Teiler }

Es gilt A = B. Wie beweist man das?

www.mathfred.de
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2.9 Bemerkung: Wichtige Mengen

� N bezeichnet die Menge der natürlichen Zahlen. N =

{1, 2, 3, 4, 5, ...}.
Wir beachten, dass 0 keine natürliche Zahl ist.

P = {p ∈ N|p ist eine Primzahl}.

� Z bezeichnet die Menge der ganzen Zahlen. Z = {0,−1, 1,−2, 2,−3, 3, ...}.

� Q bezeichnet die Menge der rationalen Zahlen. Q =

{a
b | a, b ∈ Z und b ̸= 0}.

� R bezeichnet die Menge der reellen Zahlen. R = ...?

2.10 De�nition: Es seien A und B Mengen. Wenn für jedes

x ∈ A auch x ∈ B gilt, dann schreiben wirA ⊂ B. Wir sagen

in diesem Fall, dass A eine Teilmenge von B ist.

2.11 De�nition (Verknüpfungen): Es seienA undB Men-

gen.

i.) Wir de�nieren

A ∩B := {x |x ∈ A und x ∈ B}.

Wir nennen A ∩B den Durchschnitt von A und B.

www.mathfred.de
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ii.) Wir de�nieren

A ∪B := {x |x ∈ A oder x ∈ B}.

Wir nennen A ∪B den Vereinigung von A und B.

iii.) Wir de�nieren

A \B := {x |x ∈ A und x ̸∈ B}.

Wir nennen A \B die Di�erenzmenge von A und B.

2.12 Satz: Es seien A,B,C Mengen. Dann gelten die fol-

genden Gesetze:

� Kommutativ-Gesetz: A ∪B = B ∪ A

� Kommutativ-Gesetz: A ∩B = B ∩ A

� Assoziativ-Gesetz: (A ∪B) ∪ C = A ∪ (B ∪ C)

� Assoziativ-Gesetz: (A ∩B) ∩ C = A ∩ (B ∩ C)

� Distributivgesetz: A ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C)

� Distributivgesetz: A ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C)

2.13 De�nition:: Es sei A eine Menge. Wir de�nieren

P(A) := {B |B ⊂ A}.

www.mathfred.de
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P(A) heiÿt die Potenzmenge von A.

2.14 De�nition: Es sei G eine Menge und A ⊂ G. Wir

de�nieren

Ac := {x ∈ G |x ̸∈ A}.

Ac heiÿt das Komplement von A (in G). G heiÿt in diesem

Zusammenhang Grundmenge.

2.15 Satz: A,B,G seien Mengen und A,B ⊂ G. Dann gilt

� i.) A \B = A ∩Bc

� ii.) (A ∪B)c = Ac ∩Bc

� iii.) (A ∩B)c = Ac ∪Bc

� iv.) (Ac)c = A

� v.) A ⊂ B impliziert Bc ⊂ Ac

2.16 De�nition: Es seien A,B Mengen. Wir de�nieren

A×B := {(x, y) |x ∈ A und y ∈ B}.

A× B heiÿt das kartesisches Produkt von A und B. Die

Elemente von A×B sind geordnete Paare von Elementen

aus A bzw. B.
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▶ Beachte unbedingt: {1, 2} = {2, 1}. Aber (1, 2) ̸= (2, 1).

▶ ... man muss also die Form der Klammern beachten.
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3 Relationen und

Abbildungen

3.1 De�nition: Es seien A,B Mengen. Eine Teilmenge R ⊂
A×B heiÿt Relation auf A kreuz B bzw. von A auf B.

Wenn A = B ist, dann heiÿt R ⊂ A× A Relation auf A.

Wenn (x, y) ∈ R, dann schreiben wir xR y und sagen, dass

die Relation R zwischen x und y gilt. Oder wir sagen dann,

dass x und y zueinander in der Relation R stehen.

3.2 Bemerkung: Wir können (jedenfalls manche) Relatio-

nen anschaulich mittels gerichteter Graphen oder mittels

einer Inzidenzmatrix darstellen.

3.3 De�nition: Sei R eine Relation auf einer Menge A. Wir

de�nieren:
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� R ist re�exiv, falls:

für alle x ∈ A gilt: xRx.

� R ist symmetrisch, falls:

für alle x, y ∈ A gilt: Gilt xR y, so gilt auch y Rx.

� R ist transitiv, falls:

für alle x, y, z ∈ A gilt: Gilt xR y und y R z, so gilt

auch xR z.

Eine Relation R auf A, die re�exiv, symmetrisch und transi-

tiv ist, heiÿt Äquivalenzrelation.

Es sei R eine Äquivalenzrelation auf A und x ∈ A. Dann

heiÿt die Menge

[x] = {b ∈ A| bRx }

die Äquivalenzklasse zum Repräsentanten x. [x] bein-

haltet also alle x, die zu b in Relation stehen.

3.4 De�nition: Es sei R eine Relation auf einer Menge A.

Wir de�nieren:

� R ist anti-symmetrisch, falls:

für alle x, y ∈ A gilt: xR y und y Rx impliziert x = y.

� R ist vollständig, falls:
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für alle x, y ∈ A gilt: xR y oder y Rx.

3.5 Bemerkung: Manchmal ist eine äquivalente Charakte-

risierung für die Eigenschaft anti-symmetrisch bequemer. R

ist genau dann anti-symmetrisch, wenn x�
�Ry oder y�

�Rx

für alle x, y mit x ̸= y gilt

3.6 De�nition: Eine RelationR aufA heiÿt partielle Ord-

nung, falls R re�exiv, transitiv und anti-symmetrisch ist.

Ist R eine partielle Ordnung und zudem vollständig, dann

heiÿt R eine vollständige Ordnung.

3.7 De�nition: Es seien A und B Mengen. Eine Abbil-

dung f wird durch

� die Angabe der Mengen A und B sowie

� einer Zuweisungsregel, die jedem x ∈ A genau ein

Element y ∈ B zuweist,

de�niert.

Symbolisch geben wir eine Abbildung so an:

f : A → B, x 7→ f(x)

Wir verwenden die folgenden Begri�e:
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� A heiÿt De�nitionsbereich von f .

� B heiÿt Zielmenge.

� x heiÿt das Argument von f (x).

� Ist y = f (x), dann heiÿt y das Bild von x und x ein

Urbild von y.

� f(A) := {f (x) |x ∈ A} heiÿt das Bild oder der Werte-

bereich von f .

� Für V ⊂ B heiÿt f−1(V ) = {x ∈ A |f(x) ∈ V } das

Urbild von V.

� Für U ⊂ A heiÿt {f (x) |x ∈ U} das Bild von U .

3.8 De�nition: Es seien f : A → B und g : B → C

Abbildungen. Dann heiÿt die Abbildung

g ◦ f : A → C, x 7→ g(f (x))

die Hintereinanderausführung von g nach f .

3.9 De�nition: Es sei f : A → B eine Abbildung.

� f heiÿt injektiv, falls: Für alle x, y, x ̸= y, x, y ∈ A

gilt f (x) ̸= f(y).

Unterschiedliche Elemente des De�nitionsbereichs ha-
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ben unterschiedliche Bilder.

� f heiÿt surjektiv, falls: Für alle y ∈ B gibt es ein

x ∈ A mit f (x) = y.

Jedes Element der Zielmenge wird erreicht.

� f heiÿt bijektiv, falls f injektiv und surjektiv ist.

3.10 De�nition: De�nition: Es sei f : A → B eine bijek-

tive Abbildung. Die Abbildung

g : B → A mit g(y) = x falls f (x) = y

heiÿt Umkehrabbildung (oder Inverse) von f . Wir be-

zeichnen die Umkehrabbildung mit f−1. Das x mit g(y) = x

ist für jedes y eindeutig bestimmt [denn f ist bijektiv.]

3.11 Bemerkung: i.) Wir benötigen die Injektivität, da wir

sonst nicht wüssten, welchenWert wir für g(y) nehmen sollen.

ii.) Wir benötigen die Surjektivität, damit f−1 auf ganz B

de�niert werden kann. Wäre f nur injektiv, dann könnte man

die Umkehrabbildung immerhin auf Bild(f) de�nieren.

3.12 Satz: Es sei f : A → B eine Abbildung. f ist genau

dann bijektiv, wenn es eine Abbildung g : B → A gibt, so
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dass

g ◦ f = idA und f ◦ g = idB.

In diesem Fall ist f−1 = g.

Dieser Satz eignet sich zum Überprüfen der Bijektivität.

3.13 De�nition: i.) Zwei Mengen A und B heiÿen gleich

mächtig, wenn es eine Bijektion zwischen A und B gibt.

ii.) A ̸= ∅ heiÿt endlich, falls es ein k ∈ N gilt, so dass: Es

gibt eine Bijektion zwischen A und {1, ..., k}.

iii.) Eine Menge A heiÿt abzählbar unendlich, falls es eine

Bijektion f : A → N gibt.
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4 Vollständige Induktion

4.1 Bemerkung (Axiomatik): Seit Euklid verwenden Ma-

thematiker die sogenannte axiomatische Methode. Ein

Axiom ist eine unbewiesen als wahr angenommen Aus-

sage. Ausgehend von den Axiomen werden dann Aussagen

deduktiv abgeleitet.

Ein Axiomensystem sollte:

� widerspruchsfrei sein,

� kurz und einfach sein,

� logisch unabhängige Aussagen enthalten.

4.2 Bemerkung: Natürliche Zahlen N � Axiomensys-

tem von Giuseppe Peano1

A1: 1 ist eine natürliche Zahl.

1https://de.wikipedia.org/wiki/Giuseppe_Peano

https://de.wikipedia.org/wiki/Giuseppe_Peano
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A2: Jede natürliche Zahl hat genau einen von 1 verschiede-

nen Nachfolger, der eine natürliche Zahl ist.

A3: Verschiedene natürliche Zahlen haben verschiedene Nach-

folger.

A4: Für jede Teilmenge M ⊂ N mit

� 1 ∈ M

� Ist k ein Element von M , so ist auch der Nachfol-

ger von k ein Element von M

gilt: M = N

4.3 Bemerkung: Vollständige Induktion � Beweisprin-

zip

� Es sei A(n) eine Aussage über die natürliche Zahl n.

� Induktionsanfang (IA): A(1) ist wahr.

� Induktionsschluss (IS): Für alle k ≥ 1 gilt:

Wenn A(k) wahr ist, dann ist auch A(k+1) wahr.

� Dann ist A(n) wahr für alle n ∈ N.

Die Teil �Wenn A(k) wahr ist� heiÿt Induktionsvorausset-

zung (IV)
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5 Zahlentheorie

5.1 De�nition: Die Menge {1, 2, 3, 4, ...} heiÿt Menge der

natürlichen Zahlen. Wir bezeichnen die Menge der natür-

lichen Zahlen mit N, also

N = {1, 2, 3, 4, ...}

Wenn k eine natürliche Zahl bezeichnen soll, dann schreiben

wir k ∈ N.

Die Menge {0,−1, 1,−2, 2,−3, 3, ...} heiÿt Menge der gan-

zen Zahlen. Die Menge der ganzen Zahlen bezeichnen wir

mit Z. Wenn k eine ganze Zahl bezeichnen soll, dann schrei-

ben wir k ∈ Z.

▶ Zahlentheorie beschäftigt sich mit Z.

5.2 De�nition: Es seien a, b ∈ Z, b ̸= 0. b heiÿt Teiler von

a, wenn es ein q ∈ Z gibt mit bq = a. In diesem Fall schreiben
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wir b|a und sagen b teilt a. Wir sagen dann auch, dass a ein

(ganzzahliges) Vielfaches von b ist.

▶ Die 0 ist speziell: 0 ist Teiler keiner Zahl (sie wird bei der

De�nition ausgeschlossen), wird aber von jeder Zahl geteilt.

5.3 Satz: i.) Wenn c|b und b|a, dann c|a.
ii.) Wenn b1|a1, b2|a2, dann b1b2|a1a2.
iii.) Wenn b|a1, b|a2 und α, β ∈ Z, dann b|(αa1 + βa2).

iv.) Wenn b|a und a|b, dann a = b oder a = −b.

▶ Zwei Fälle von iii.) sind besonders wichtig.

1. Wenn b|a1, b|a2, dann b|(a1 + a2). [das ist der Fall α =

1, β = 1]

2. Wenn b|a1, b|a2, dann b|(a1 − a2). [das ist der Fall α =

1, β = −1]

5.4 Satz (Division mit Rest): Es sei a, b ∈ Z, b ̸= 0.

Dann gibt es genau eine Darstellung

a = bq + r mit q, r ∈ Z, 0 ≤ r < |b|.

Man nennt

� a Dividend
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� b Divisor

� q Quotient

� r = ra/b Rest [bei Division von a durch b]

5.5 De�nition: Es seien a, b ∈ Z. Eine ganze Zahl d ∈
Z, d ̸= 0 heiÿt ein gemeinsamer Teiler von a und b, falls

d|a und d|b. Den gröÿten gemeinsamen Teiler von a, b

bezeichnet man mit ggT(a, b).

5.6 Satz: Es seien a, b ∈ Z \ {0}. Dann gilt

ggT(a, b) =

{
|b| falls ra/b = 0

ggT(b, ra/b) sonst

5.7 Bemerkung: Der Satz zeigt, wie man den ggT bestim-

men kann. Das Verfahren heiÿtEuklid'scher Algorithmus.

Mit dem erweiterten euklid'schen Algorithmus kann

man auch immer α, β ∈ Z bestimmen, so dass

ggT(a, b) = α · a + β · b.

5.8 Satz (Bezout's Theorem): Es seien a, b, ganze Zah-

len. Dann gibt es α, β ∈ Z mit

ggT(a, b) = α · a + β · b.
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5.9 Bemerkung: Es gibt 10 Typen von Menschen. Dieje-

nigen, die die binären Zahlen kennen, und die Anderen.

Gemeint war also

(10)2 = 1 · 21 + 0 · 20 = (2)10 = 2 · 100 = 2E

5.10 Satz: Es sei b > 1 eine natürliche Zahl (wird in die-

sem Zusammenhang Basis genannt). Dann lässt sich jede

natürliche Zahl n eindeutig in der Form

n = amb
m + am−1b

m−1 + ... + a1b + a0

= (am am−1 ... a1 a0)b

darstellen, wobeim ∈ N0, ai ∈ {0, 1, 2, ..., b−1}, am ̸= 0. Die

Menge {0, 1, 2, ..., b− 1} heiÿt Zi�ernmenge.

5.11 Bemerkung: Praktisch relevant sind besonders b = 10

(Dezimalzahlensystem), b = 2 (Binärzahlen), b = 16

(Hexadezimalsystem).

Für b = 16 benötigt man neue Symbole für Zi�ern, denn:

(1 1 1 1)16, (11 1 1)16, (11 11)16? Das ist missverständlich!

Die Zi�ermenge ist dann {0, 1, 2, ..., 8, 9, A,B,C,D,E, F}
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6 Algebraische Strukturen

6.1 De�nition: Es sei m ∈ N das sogenannte Modul und

a, b ∈ Z.

� a heiÿt kongruent zu b modulo m, falls m|(a−b) gilt.

� In diesem Fall schreiben wir

a ≡ b mod m

oder einfach a ≡ b, wenn das Modul m aus dem Zu-

sammenhang hervorgeht.

Also: a ≡ b mod m gdw a − b = k · m für ein geeignetes

k ∈ Z.

6.2 Satz: Es sei m ∈ N. Es seien a, b ∈ Z, ra sei der Rest

bei Division von a durch m und rb der Rest bei Division von
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b durch m. Dann gilt:

a ≡ b ⇔ ra = rb

6.3 Satz: Es sei m ∈ N das Modul für ≡. ≡ de�niert eine

Äquivalenzrelation auf Z.

6.4 De�nition: Es sei m ∈ N das Modul. Für a ∈ Z de�-

nieren wir

[a]m := {b|b ≡ a}.

[a]m heiÿt Restklasse von a. Wenn das Modul m aus dem

Zusammenhang hervorgeht, dannn schreiben wir nur [a].

6.5 Satz Es sei m ∈ N das Modul. Es seien a, b ∈ Z und r

der Rest bei Division von a durch m. Es gilt

i.) [a] = [b] ⇔ a ≡ b

ii.) [a] = [r]

6.6 Satz Es gibt m Restklassen: [0], [1], ..., [m− 1].

6.7 Restklassen und deren Arithmetik (Kreisarith-

metik Modulararithmetik)
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� Satz: Es sei m ∈ N das Modul.

[a] = [a′], [b] = [b′], dann [a + b] = [a′ + b′]

[a] = [a′], [b] = [b′], dann [a · b] = [a′ · b′]

� De�nition: Es sei m ∈ N.

Zm := {[a]|a ∈ Z} = {[0], [1], ..., [m− 1]}

� De�nition: Es seim ∈ N das Modul. Es seien a, b ∈ Z.
Wir de�nieren zwei Verknüpfungen auf Zm:

[a]⊕ [b] = [a + b]

[a]⊙ [b] = [a · b]

6.8 De�nition (Inverse bezüglich ⊕:) Es sei [a] ∈ Zm

eine Restklasse. Eine Restklasse [b] mit

[a]⊕ [b] = [0]

heiÿt Inverses von [a] bezüglich ⊕. Man nennt [0] das neu-

trale Element von Zm bezüglich ⊕.

6.9 Satz: [−a] ist ein Inverses von [a].

6.10 De�nition (Inverse bezüglich ⊙): Es sei [a] ∈ Zm, [a] ̸=

www.mathfred.de


Manfred Jäger-Ambro»ewicz www.mathfred.de

[0] eine Restklasse ̸= [0]. Eine Restklasse [b] mit

[a]⊙ [b] = [1]

heiÿt Inverses von [a] bezüglich ⊙. Man nennt [1] das neu-

trale Element von Zm bezüglich ⊙.

6.11 Kürzen und Inverse bezüglich ⊙ in Zm

� Satz (Inverses in Zm): [k] ∈ Zm \ {[0]} hat genau

dann ein Inverses bezüglich ⊙, falls ggT(k,m) = 1.

� Betrachte: Wenn der ggT 1 ist, dann gibt es α, β ∈ Z
mit 1 = αk + βm. Man bestimmt α und β mit dem

erweiterten euklidischen Algorithmus.

Also [1] = [αk + βm] = [αk] = [α][k]. Also ist [α] das

Inverse von [k].

� Wennm eine Primzahl ist, dann gibt es für alle [k] ̸= [0]

ein Inverses.

� Satz (Kürzen in Zm): Es sei m ∈ N das Modul und

k ̸= 0 und ggT(k,m) = 1. Wenn [k] ⊙ [a] = [k] ⊙ [b],

dann [a] = [b].

6.12 Notation/Konvention

� Es sei m ∈ N das Modul. Wenn wir ein festes Modul
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betrachten und Missverständnisse ausgeschlossen sind,

dann

� schreiben wir a anstatt [a]m bzw. [a].

� Anstatt ⊕ schreiben wir oft auch einfach +. Also

a + b anstatt [a]⊕ [b]

� Anstatt ⊙ schreiben wir oft auch einfach · . Also
aḃ anstatt [a] · [b]

6.13 De�nition (Gruppe): Eine Menge G zusammen mit

einer Verknüpfung

⊛ : G×G → G, (a, b) 7→ a⊛ b

heiÿt Gruppe, falls:

� Es gibt ein e ∈ G mit e⊛a = a = a⊛ e für alle a ∈ G.

e heiÿt das bezüglich ⊛ neutrale Element.

� Für alle a ∈ G gibt es ein eindeutig bestimmtes b ∈ G

mit b ⊛ a = a ⊛ b = e. b heiÿt das bezüglich ⊛ zu a

inverse Element.

� Für alle a, b, c ∈ G gilt (a ⊛ b) ⊛ c = a ⊛ (b ⊛ c).

[Assoziativität]

Beachte, dass a⊛ b ∈ G gelten muss. Die Eigenschaft nennt
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man die Abgeschlossenheit von ⊛.

Ist G zusammen ⊛ eine Gruppe und gilt a⊛ b = b⊛a, dann

heiÿt die Gruppe kommutativ.

6.14 De�nition (Körper): Eine Menge K zusammen mit

zwei Verknüpfungen

⊕ : K ×K → K, (a, b) 7→ a⊕ b

⊙ : K ×K → K, (a, b) 7→ a⊙ b

heiÿt Körper, falls:

� K zusammen mit ⊕ ist eine kommutative Gruppe.

Das neutrale bezüglich ⊕ bezeichnen wir mit 0. [die

Null]

� K∗ = K\{0} zusammenmit ⊙ ist eine kommutative

Gruppe. Das neutrale Element bezeichnen wir mit 1.

[die Eins]

� Für alle a, b, c ∈ R gilt:

a⊙ (b⊕ c) = a⊙ b⊕ a⊙ c [Distributivgesetz]

6.15 Satz: i.) Z∗
m = {k ∈ Zm \{[0] | ggT(k,m) = 1} zusam-

men mit ⊙ bilden eine kommutative Gruppe. Das neutrale

Element ist [1].
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ii.) Zm mit ⊕ und ⊙ ist genau dann ein Körper, falls m eine

Primzahl ist.

Die Notation GF (p) = Zp ist dann üblich; GF steht für

Galois-Field (Galois-Körper).

6.16 Satz (der kleine Satz von Fermat): Wenn p eine

Primzahl ist, dann gilt für jedes a ∈ Z, p̸ | a

a p−1 ≡ 1 mod p

▶ Man kann den Satz auch äquivalent so formulieren:

6.17 Satz (der kleine Satz von Fermat): Es sei p eine

Primzahl. Für jedes a ∈ GF(p), a ̸= 0 gilt

a p−1 = 1 [in Zp = GF(p)]

Beweis: Wir betrachten für a ̸= 0 die Elemente a⊙1, ..., a⊙
(p − 1) des GF(p). Diese Elemente müssen alle verschieden

sein [denn man kann in GF(p) das a kürzen].

Dann gilt

{1, ..., p− 1} = {a⊙ 1, ..., a⊙ (p− 1)}.
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Dann folgt

1⊙ ...⊙ (p− 1) = (a⊙ 1)⊙ (a⊙ 2)⊙ ...⊙ (a⊙ (p− 1))

= ap−1 ⊙ 1⊙ 2⊙ ...⊙ (p− 1).

Kürzen:

1 = ap−1.

6.18 Bemerkung: Mit dem kleinen Satz von Fermat sieht

man, dass ap−2 das Inverse von a ∈ GF(p), a ̸= 0 ist. [denn:

ap−2a = ap−1 = 1 in Zp.]

6.19 Bemerkung (RSA Verschlüsselung):

� Es gibt zwei Schlüssel, die zusammengehören:

� einen ö�entlichen Schlüssel, den der Absender (Ali-

ce) zum verschlüsseln verwendet.

� einen privaten Schlüssel, den nur der Empfänger

(Bob) kennt und zum Entschlüsseln verwendet.

� Bob generiert das Schlüsselpaar und übermittelt den

ö�entlichen Schlüssel an Alice. Bei dieser Übermitt-

lung muss der Alice sicher sein, dass ihm der ö�entliche

Schlüssel wirklich von Bob geschickt wurde.

� Ferner muss es praktisch unmöglich sein, den privaten
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Schlüssel auf Basis des ö�entlichen Schlüssels (und der

verschlüsselten Nachricht) zu ermitteln.

� https://de.wikipedia.org/wiki/RSA-Kryptosystem

6.20 RSA Verschlüsselung

� Zu einem RSA gehören ein ö�entlicher Schlüssel (e, n)

und ein privater Schlüssel (d, n) mit

� p, q sehr groÿe Primzahlen, n = pq.

� Wähle e teilerfremd zu (p− 1)(q − 1).

� Bestimme d mit d · e ≡ 1 mod (p − 1)(q − 1).

[d ist das Inverse von e in Z∗
(p−1)(q−1); mit dem

erweiterten euklidischen Algorithmus]

� Die Nachricht N wird mit (e, n) verschlüsselt: S = N e

mod n. Versendet wird dann S.

� Die Nachricht N wird mit dem privaten Schlüssel (d, n)

entschlüsselt: N = Sd mod n.

� Wir müssen beweisen (mit dem kl. Fermat), dass die

Schlüssel funktionieren:

N = (N e)d = N ed mod n
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� Es ist nach aktuellem Ermessen für sehr groÿe Prim-

zahlen p, q praktisch unmöglich, die Faktorisierung pq

von n auf Basis von e (und n) zu berechnen.

� Nach aktuellen Wissen benötigt man diese Faktorisie-

rung, um d zu bestimmen.

� Hartmann, Seite 136�, https://de.wikipedia.org/

wiki/RSA-Kryptosystem

6.21 Beispiel: p = 3, q = 5. n = 15. (p − 1)(q − 1) = 8.

e = 3. d = 3 (bestimmt man mit dem erweiterte euklidischen

Algorithmus).

Die Nachricht ist N = 7. Dann 13 = 73 mod 15. Übertragen

wird 13. Entschlüsselt: 7 = 133 mod 15.

6.22 Beispiel: p = 11, q = 13. n = 143. (p−1)(q−1) = 120.

e = 23. d = 47 bestimmt mit dem erweiterte euklidischen

Algorithmus.

� Die Nachricht istN = 7. Dann 2 = 723 mod 143. Über-

tragen wird 2. Entschlüsselt: 7 = 247 mod 143

� Vorsicht: die Zahlen werden so groÿ, dass selbst gute

Software bei unvorsichtiger Anwendung falsche Ergeb-

nisse liefern.
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7 Vektoren und lineare

Gleichungssysteme

7.1 Vektoren des Rn: Eine Spalte von reellen Zahlen der

Länge n

x =


x1

x2
...

xn


nennen wir Vektor des Rn und schreiben x ∈ Rn.

7.2 Vektoren im R2: x1 = (1, 1)T , x2 = (−2, 1)T gra�sch

darstellen
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x1x2

7.3 De�nition (Vektoren im R2) addieren: Zwei Vekto-

ren

x =


x1

x2
...

xn

 , y =


y1

y2
...

yn


addieren wir elementweise

x + y =


x1

x2
...

xn

 +


y1

y2
...

yn

 =


x1 + y1

x2 + y2
...

xn + yn


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x1 + x2

x1 + x2

7.4 De�nition (Vektoren mit einen Skalar multipli-

zieren): Einen Vektor x kann man mit einem Skalar λ ∈ R
multiplizieren:

λx = λ


x1

x2
...

xn

 =


λx1

λx2
...

λxn

 .
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Skalieren (α1 = 0.75, α2 = −0.25)

x

α2x

α1x

7.5 De�nitionen (Linearkombination):Wenn zwei Vek-

toren x,y ∈ Rn und zwei Skalare α, β ∈ R gegeben sind,

dann können wir die Linearkombinationen bilden

αx + βy = α


x1

x2
...

xn

 + β


y1

y2
...

yn

 =


αx1 + βy1

αx2 + βy2
...

αxn + βyn

 .

7.6 De�nition (Vektorräume): Eine nichtleere Menge V

mit zwei Verknüpfungen

+ : V × V → V, (v,w) 7→ v +w

· : R× V → V, (λ,v) 7→ λ · v

heiÿt Vektorraum, falls
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� (V,+) ist eine kommutative Gruppe.

� Für alle v,w, α, β gilt

� 1 · v = v

� α · (β · v) = (αβ) · v

� α · (v +w) = α · v + α ·w

� (α + β) · v = α · v + β · v

▶ Rn ist ein Vektorraum.

7.7 De�nitionen: Ein rechteckiges Schema

A =


a1,1 a1,2 ... a1,n−1 a1,n

a2,1 a2,2 ... a2,n−1 a2,n
... ... ... ... ...

am,1 am,2 ... am,n−1 am,n


mit reellen Werten ai,j ∈ R,m, n ∈ N heiÿt m× n Matrix.

Für die Menge der m×n Matrizen schreiben wir Rm×n oder

M(m,n;R).

Ist ai,j ein Eintrag der Matrix A, dann heiÿt i der Zeilenin-

dex und j der Spaltenindex des Eintrags ai,j. Der Zeilen-

index steht also vorne und der Spaltenindex hinten. Manche

Autoren machen zwischen i und j kein Komma. Wir nennen
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das Paar (i, j) die Stelle des Eintrags ai,j.

7.8 De�nitionen (Matrix · Vektor): Ist x ∈ Rn so eine

Spalte der Länge n, dann de�niert man das Produkt Ax ∈
Rm durch

Ax =


a1,1x1 + ... + a1,nxn

a2,1x1 + ... + a2,nxn

...

am,1x1 + ... + am,nxn

 = x1


a1,1

a2,1

...

am,1

 + ... + xn


a1,n

a2,n

...

am,n

 .

Ax ist also die Linearkombination der Spalten von A

(aber man rechnet zeilenweise Zeile mal Spalte).

7.9 De�nitionen (Lineare Gleichungen): Es seien ai, i =

1, ..., n und b reelle Zahlen. Dann heiÿt

a1x1 + ... + anxn = b

eine lineare Gleichung mit denKoe�zienten ai, denUn-

bekannten xi und der rechten Seite b.

Sind si, i = 1, ..., n reelle Zahlen, so dass

a1s1 + ... + ansn = b

gilt, dann heiÿt (s1, ..., sn)T ∈ Rn eine Lösung der linearen

Gleichung.
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7.10 De�niton: Es seien ai,j, i = 1, ...,m, j = 1, ..., n und

bj, j = 1, ...,m reelle Zahlen. Dann heiÿt

a1,1x1 + a1,2x2 + ... + a1,nxn = b1

a2,1x1 + a2,2x2 + ... + a2,nxn = b2

.....

am,1x1 + am,2x2 + ... + am,nxn = bm

ein lineares Gleichungssystem oder LGS � mitm linearen

Gleichungen, den n Unbekannten xi, den Koe�zienten ai,j

und den rechten Seiten bj.

Löst ein Vektor s := (s1, ..., sn)
T ∈ Rn jede der m linea-

ren Gleichungen, dann heiÿt s eine Lösung des linearen

Gleichungssystems.

Ein LGS

a1,1x1 + a1,2x2 + ... + a1,nxn = b1

a2,1x1 + a2,2x2 + ... + a2,nxn = b2

.....

am,1x1 + am,2x2 + ... + am,nxn = bm

kann man kompakt als

Ax = b

schreiben.
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Noch knapper repräsentiert die sogenannte erweiterte Sy-

stemmatrix

(A b) =


a1,1 a1,2 ... a1,n−1 a1,n b1

a2,1 a2,2 ... a2,n−1 a2,n b2
... ... ... ... ... ...

am,1 am,2 ... am,n−1 am,n bm


das lineare Gleichungssystem.

7.11 De�niton: Die folgenden drei Operationen heiÿen ele-

mentare Zeilenumformungen (Umformungsschritte):

� Das λ-fache der k-ten Zeile (Gleichung) zur l-ten Zeile

(Gleichung) addieren. Dabei muss k ̸= l gelten.

� Die k-te Zeile (Gleichung) mit der l-ten Zeile (Glei-

chung) vertauschen. Dabei muss k ̸= l gelten.

� Eine Zeile (Gleichung) mit λ ̸= 0 multiplizieren.

7.12 Satz: Die Lösungsmenge eines linearen Gleichungssys-

tems Ax = b ist invariant bezüglich auf die erweiterte Sy-

stemmatrix angewandte elementare Zeilenoperationen.

7.13 Bemerkung: Die Idee des sogenannten Gauÿ'schen

Eliminationsverfahren besteht darin, das LGS durch ele-
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mentare Zeilenoperation so zu vereinfachen, dass man die

Lösung fast ablesen kann.

7.14 De�nition (Zeilenstufenform): Der erste von Null

verschiedene Eintrag einer Zeile heiÿt Leitkoe�zient der

Zeile.

Eine Matrix ist in Zeilenstufenform, wenn jeder Leitkoef-

�zient � bis auf den Koe�zienten der obersten Zeile � rechts

von Leitkoe�zienten der darüberstehenden Zeile steht und

alle etwaigen Nullzeilen der Matrix unten stehen. Die Zahl

der Leitkoe�zienten (also der Zahl der Nicht-Null-Zeilen) der

Zeilenstufenform einer Matrix A heiÿt der Rang der Matrix

A.

7.15 Satz (Charakterisierung der Lösungsmenge): An

einer Zeilenstufenform der erweiterten Systemmatrix kann

man zunächst drei Fälle erkennen:

� Wenn in der letzten Spalte ein Leitkoe�zient steht,

dann hat das LGS keine Lösung. Die Lösungsmen-

ge ist leer.

� Steht in jeder der ersten n Spalten ein Leitkoe�zient

und in der letzte Spalte kein Leitkoe�zient, dann gibt

es genau eine Lösung.
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� Steht in der letzten Spalte und in mindestens einer wei-

teren Spalte kein Leitkoe�zient, dann gibt es unend-

lich viele Lösungen.

7.16 De�nition (Basisvariablen und freie Variablen):

Wir betrachten ein lineares Gleichungssystem dessen Matrix

in Zeilenstufenform ist. Die Variablen, die zu einer Spalte mit

Leitkoe�zienten gehören heiÿen Basisvariablen. Die ande-

ren Variablen heiÿen freie Variablen.

7.17 Bemerkung (Rückwärtssubstitution): Falls die Lö-

sungsmenge nicht leer ist, so �ndet man die Lösungsmenge

des LGS, indem man die Zeilen des reduzierten LGS von un-

ten nach oben nach den Basisvariablen au�öst (Rückwärts-

substitution).

Wenn es keine freien Variablen gibt, so �ndet man so auch

die eindeutig bestimmte Lösung.

Wenn es N ∋ q > 0 freie Variablen gibt, dann erhält man

für jede Wahl der freien Variablen xl1 = λ1, ..., xlq = λq wie-

der mit Rückwärtssubstitution eine Lösung des LGS; l1 <

... < lq sind die Indizes der freien Variablen. Die allgemeine

Lösung hat dann (das müssen Sie an vielen Beispielen üben)
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die Form:
x1

x2
...

xn

 =


u1

u2
...

un

 + λ1


v11

v12
...

v1n

 + ... + λq


vq1

vq2
...

vqn

 , λ1, ..., λq ∈ R

Der Vektor u = (u1, u2, ..., un)
T ∈ Rn heiÿt (eine) spezielle

Lösung.

Die Vektoren vk = (vk1 , v
k
2 , ..., v

k
n)

T ∈ Rn, k = 1, ..., q bilden

eine Basis des Kerns des LGS.
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