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1 Einfache Irrfahrten

Quellen: Feller [4], Grimmett & Stirzaker [5], [6], Henze [§],
Steele 18], Schilling |15, Kap.12]|, Privault [14]

1.1 Einfithrung

1.1.1 Defintion: i.) Es sei (X;);en eine Folge von unabhén-
gigen Bernoulli Zufallsvariablen| mit

P(X;=1)=p>0

'Typischerweise in der WT haben Bernoulli ZV das Bild {0,1}. In Stoch Proz
wihlen wir Bild(X) = {1, —1}. Warum?
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Ferner sei Sy = a (der Anfangswert, oft 0). Der durch

Sp=5+) Xi (n=1,273.)

=1

definierte stochastische Prozess heillt einfache Irrfahrt mit

Anfangswert a.

ii.) Gilt p = 12, dann heift (S, )nen, einfache symmetri-
sche Irrfahrt.

1.1.2 Bemerkung: i.) Man kann sich die Irrfahrt als zu-
fallige Bewegung auf Z vorstellen. Zufillig bewegt sich der
betrunkene Punkt nach links oder rechts. Machen Sie eine
Skizze!

ii.) Zur lllustration betrachten wir auch die Punkte (n, S,) €
R% n € Ny. Fiir jedes w € Q erhalten wir einen Pfad (n, S, (w)) €
Ny X Z,n € Ny,

n zahlt die Anzahl der Schritte (die (horizontale) Lange des
Pfads). S, erfasst die vertikale Abweichung.

Schreiben Sie ein Python Skript oder ein R Skript, das sym-

metrische Irrfahrten simuliert und graphisch darstellt.
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Symmetrische Irrfahrten
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Abbildung 1.1: Pfade der symmetrischen Irrfahrt mit 52
Schritten.

1.1.3 Proposition: Es sei (S))nen, eine einfache Irrfahrt.

Dann gilt

E(S,) = Sy +nE(X1) = So + n(p — q),
V(Sy) = 4npq,

Beweis: DIY (:= Do it yourself)

» Die Streuung gemessen in der Standardabweichung wachst

proportional zu /n.

1.1.4 Proposition: Es sei (S,)nen, eine einfache Irrfahrt
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mit Sy = a. Dann gilt

n 1 1
P Sn —_p) = 5(n+b—a) Q(n—b+a),

wobei wir die Binomialkoeffizienten Null sind, falls 1(n+b —

a) ¢ {0,1,2,....n}.

Beweils: Wir beachten

i=1
b—azzn:XZ-:u—d
i=1

Aus den beiden Gleichungen

u+d=n
u—d=b—a
folgt
u:n+(b—a)
2
d:n—(b—a)
2

Um von a auf b zu kommen, muss b —a = u — d gelten. Wir
benotigen also v Einsen und d Minus-Einsen. Bei n = u + d

Schritten gibt es dafiir (“;d) Moglichkeiten.
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Also gilt

ut+dy\
P(Sn:b):( g )p q".

Jetzt muss man nur noch die Gleichungen fiir v und d ein-

setzen.

1.2 Einfache symmetrische Irrfahrt

Die einfache symmetrische Irrfahrt (mit Anfangswert
0) ist besonders wichtig. Deshalb werden wir die-
se ausfiihrlicher betrachten. Spiter werden wir uns aus-
fiihrlich mit der Brown’schen Bewegung beschiaftigen, der
wohl der wichtigste stochastische Prozess ist. Die Brown’sche
Bewegung kann gut durch eine geraffte skalierte symmetri-

sche Irrfahrt approximiert werden.

Feller [4] hat eine besonders einflussreiche Analyse der sym-
metrischen Irrfahrt vorgelegt. Das Lehrbuch von Feller [4] ist
beriihmt! Hier https://de.wikipedia.org/wiki/William_

Feller konnen Sie etwas tiber William Feller lesen.

1.2.1 Proposition (Feller [4, S. 68]): Es sei (X;)en ei-

ne Folge von unabhéangigen Bernoulli Zufallsvariablen, wobei
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Verteilung der Endpositionen
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Abbildung 1.2: Verteilung von Sso. Empirisch: Monte Carlo
mit 1000 Pfaden.

=P(X;, = —1) und

n

Sa=0+Y X; (n=123,.)

1=1

die durch X; definierte einfache symmetrische Irrfahrt mit

Anfangswert Sy = 0. Dann gilt

Dos i=P(S, = z) = (%ﬂ) | (u Z d)

dabeiist n =u+dund r = v — d.

» u bezeichnet hier die Anzahl der 1’en und d die Anzahl

der —1’en in der Summe S,,.
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Bekanntlich zahlt der Binomialkoeffizient

() == ()

die Anzahl der Moglichkeiten u 1’en und d (—1)’en anzuord-

nermn.

Wir beachten: v und d ergeben sich aus n und . Wir konnen

z als Vorsprung auffassen ]

Wir notieren noch fiir den spateren Gebrauch

n=u-+d

rT=u—d

und durch Umformung noch

n—=x
d =

2

n+x
u =

2

Wir konnen die obige Wahrscheinlichkeit deshalb so angeben
1 n 1 n
P(S, =)= — | - —(=).
0= (3) (1) () (&)
(1 n
o\ 2n U

1.2.2 Proposition: Fiir die einfache symmetrische Irrfahrt

Feller [4] schreibt p anstatt u und ¢ anstatt d. Wir brauchen aber p und ¢ fiir die
Erfolgswahrscheinlichkeit bzw. die Misserfolgswahrscheinlichkeit.
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mit Anfangswert Sy = 0 gilt

P(Ss, = 0) = (272‘) - (%ﬂ) = Uy,

» Das folgende sogenannte Spiegelungsprinzip kann erstens
noch verallgemeinert werden und hat sich zweitens als aufser-
gewoOhnlich niitzlich erwiesen. In Henze [§] und in Feller [4]

kann man dazu sehr viele Argumente finden. «

1.2.3 Spiegelungsprinizip (Feller [4], S. 72]): Essei A =
(a,a) e Ny x Z,B = (b,) € Ny xZmit b >a > 0, >
0,8 > 0. Dann gilt: Die Anzahl der Pfade von A nach B, die
die Nullachse beriihren oder schneiden, ist gleich der Anzahl
aller Pfade von A" = (a, —«) nach B.

In Worten: Die Anzahl der Pfade von A = (a,«) nach B =
(b, 8) mit einer Nullstelle, ist gleich der Anzahl aller Pfade
von A" = (a, —«) nach B = (b, §).

Beweis: Mitschrift SL 20260409
1.2.4 Ballot Theorem (Henze [8, S. 14], Feller [4, S.

73] ): Fiir n,x € N gibt es genau (%) - N, Pfade der einfa-
chen Irrfahrt mit Sp =0, S1,...,5,-1 > 0und S, = x.

Es gibt also (£) - N, nullstellenfreie Pfade von (0, 0) nach

(n,x).

U2
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Dabei bezeichnet N, , die Anzahl der Pfade von (0,0) nach

(n,z). Es ist
= ()= () - ("2):

wobei wie gehabt u+d =nund r = u—dbzw. d = 5%, u =

n+x

%% wist die Anzahl der 1’en, die wir benétigen um von (0, 0)

nach (n,x) zu kommen, und die Anzahl der —1’en ist d.

Beweis: Zunichst beobachten wir, dass die Anzahl der im
Theorem genannten Pfade gleich der Anzahl der Pfade ohne
Nullstellen von (1, 1) nach (n,x) ist. Die Anzahl der Pfade
ohne Nullstellen von (1, 1) nach (n, x) ist dann gleich der An-
zahl aller Pfade von (1, 1) nach (n,x) abziiglich der Pfade

mit Nullstellen von (1, 1) nach (n, x).

Jetzt bestimmen wir die Anzahl aller Pfade von (1, 1) nach
(n,x). Wir verschieben dazu das Koordinatensystem
so, dass (1, 1) in den Punkt (0,0) iibergeht. Dann sehen wir,
dass die Anzahl aller Pfade von (1, 1) nach (n,z) gleich der
Anzahl aller Pfade von (0, 0) nach (n—1, x—1) ist; also gleich
Np—12-1.

Es gilt

u+d—1
an,x1:< u—1 )7

denn, wir benétigen fiir einen Pfad von (0,0) nachn—1,z—1

Hier gibt es un-
ausgesprochene
Konventionen.
Welche?
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im Vergleich zu einem Pfad von (0,0) zu (n, x) eine +1 weni-
ger und einem Schritt weniger. Das kénnen wir uns anhand
einer Skizze klar machen oder nachrechnen: Wir bestimmten
die Anzahl der nétigen 1’en und (—1)’en. Die beide Werte
kann man an den Indizes von NV, _; ,_; ablesen.

n—1+(x—-1) n4+x—2 n+zx
Uvyerschoben = 9 = 5 = 5 —1l=u—-1

1 —(r—1 _
dverschoben:n 2(33 >:n2x_1:d_1

Jetzt bestimmen wir die Anzahl aller Pfade von (1, 1) nach
(n,x) mit Nullstellen. Gemif des Spiegelungsprinzips
ist das gleich der Anzahl aller Pfade von (1, —1) nach (n, ).
Jetzt verschieben wir das Koordinatensystem so, dass der
Punkt (1, —1) in den Punkt (0,0) iibergeht. Wir erkennen
jetzt, dass die Anzahl aller Pfade von (1,—1) nach (n,z)
gleich der Anzahl aller Pfade von (0,0) nach (n — 1,z + 1)

ist; also gleich Nj,—1 »41.

Es gilt

u+d—1
Nn—l,erl — ( )

u

wobel wir uns vergewissern, dass es tatsichlich v unten im
Binomialkoeffizienten sein muss! Davon konnen wir uns in

einer Skizze vergewissern. Wir konnen es aber auch wieder
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nachrechnen:
n—1+(x+1) n+x
Uvyerschoben — 9 - 9 =U
n—1—(x+1 n—x—2
dverschoben — 2( ) = 5 =d—1

Dann rechnen wir nach (siehe Mitschrift Mathfred StochProz
SL 20260416), dass

()=

SRS

) Nn,:v

1st.

1.2.5 Bemerkung: Wir betrachten eine symmetrische Irr-
fahrt (S,) mit Anfangswert Sy = 0. Wir haben vorne ermit-
telt:

i)
S
S
I
=
o2
I
=2
I
I
I
S

und

tgn = P(Sz, = 0) = (2:) - (2%)

1.2.6 Hauptlemma (Feller [4, S. 76]): Es gilt
P(S1 # 0, ..., Sy # 0) = P(S2;, = 0) = gy

|das zweite = ist eigentlich nicht Teil der Behauptung, son-
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dern schon bekannt/definiert] Mit Worten: Die Wahrschein-
lichkeit einen Pfad der Lange n ohne Nullstellen zu erhalten
ist genauso hoch, wie die Wahrscheinlichkeit, dass der Pfad

nach n Schritten n ist.

Beweis: Aus Symmetriegriinden
P(Sl 7é 0, ..., Son 7é 0) =2- P(Sl >0, ..., S, > 0)

Wir beachten /betrachten deshalb

WK

P(Sl > (), ...,Sgn > 0) = P(Sl >0, ..., Sgn_l > O,Sgn = 27“)

1
—

r

—2n
(Nop—1.92r—1 — Nop—1974+1) - 2

]2

=<
I
—_

. 2—2n+12—1

WK

(NQn—l,Qr—l - NQn—l,QT—H)

<
l
—

(Non—1.20-1 — Nop_1.9r41) - 27 Y21

]2

<
I
—_
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|
WK
| —

(NQTL—l,QT—l . 2_(271—1) _ NQn—l,QT‘—f—l . 2—(2n—1))

r=1
= % (NQn—l,l ' 2_(2n_1)>
— %[P (Sop_1=1) = %]P (S, = 0) [siehe unten]
1
= §U2n

Wir rechnen P (55,1 = 1) = P (S, = 0) nach:

N M C
2n — 1Y\ 2
- )z
2n—1)! 2
nl(2n — 1 —n)! 22"
 2n(2n —1)! 2
- nl(2n —1—n)!2n 22
C2n(2n—-1)! 1
~nl(n—1)n22

B 2n\ 1
o n 22n

— ]P)(SQn — O)

1.2.7 Definition: Wir definieren die Erstwiederkehrzeit
W =inf{2k |k € N, Sy, = 0}.

Wenn die ZV W (fiir einen Pfad) den Wert 2k annimmt, dann
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ist 2k der erste Zeitpunkt zudem der Pfad eine Nullstelle hat;

also zur 0 zuriickkehrt.

1.2.8 Proposition: Es gilt fiir n > 1

= U
2n — 1

Beweis: Feller [4, S. 78| oder Henze [§], S. 43| Wir beobachten

und nutzen das Hauptlemma

Fon =P{S1 20, ..., Soms % 0V \ {S1 #0, ..., S5, # 0})
— P({Sy #0, ..., Sop_o £ 0V) — P({Sy £0, ..., So  0)

= Up—2 — U2p.

Die Behauptung folgt dann durch direktes/miihsames Rech-

() (=)= () () -

1.2.9 Satz: Der Zustand S = 0 der einfachen symmetri-

nermn.
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fn (und ein u_22)
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o
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c

=

0.1+
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Abbildung 1.3: Die Wahrscheinlichkeiten f,,n = 2,4, ..., 20
und U99.

schen Irrfahrt ist null-rekurrent, d.h.

P(W < o) :iP(W:Zn) —1
]E(W):o;

Beweis: Vgl. Henze [8, S. 43| (aber auch Feller [4, S. 78]).

Die erste Formel haben wir bereits vorne festgestellt.

Wir zeigen P(W = o0) = 0. Es gilt {W = oo} =N {W >
2k}. Ferner ist {W > 2(k + 1)} C {W > 2k}. Also gilt

{W =00} = lim {W > 2k}
k—00
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Da Wahrscheinlichkeitsmake stetig sind, folgt

P{W = o0}) = P(lim {W > 2k})
= lim P({W > 2k})

= hm u2(k:—1) = O,

wobel wir

lim uoVrk =1

k—o00

verwenden (vgl. Henze [8, S. 27]).

Fiir die dritte Gleichung der Behauptung

EW) =3 2k -B(W =2k) = Y 2k “2;’;”
k=1 k=1
= Z U(k—1) = OO
k=1

Vgl. Henze [8, S. 43f] fiir einige fehlende Schritte.

» Wir konnen uns also bei der einfachen symmetrischen Irr-
fahrt sicher sein, dass sie zur Null zuriickfindet, aber wir er-
warten, dass es unendlich lange dauert. Das strapaziert und

erweitert unsere Anschauung! <«

» Am Rande: Gemaf Durrett [3, S. 250] findet auch ein be-

trunkener Mensch in Z2 mit Wahrscheinlichkeit 1 nach Hause
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zuriick, ein betrunkener Vogel in Z3 nicht )] «

1.3 Homogenitat und Markov-Eigenschaft

Fiir diesen Abschnitt verweise ich besonders auf Grimmett

und Stirzacker [5, S. 18f, 79ff].

1.3.1 Satz: Eine einfache Irrfahrt ist raumlich und zeit-

lich homogen:

P(S,=j|So=a) = P(S,=7+0b|Sy=a+b),
P(S,=j|So=a) = P(Spsn=171|Sm=a).

Beweis: Zu raumlichen Homogenitéat: Man kommt in n Schrit-

ten von a nach j gdw > ., . X; =7 — a gilt. Genau dann

.....

ist aber auch ), X;=j+b—(a+Db). Also kommt man
in n Schritten von a + b nach j + b.

Zur zeitlichen Homogenitat: Es gilt P(S,, = j|Sy = a) =
PO, Xi=j—a) =P """ X; = j—a), wobei das letz-
te Gleichheitszeichen gilt, denn die X; haben alle die gleiche

Verteilung.

1.3.2 Satz: Eine einfache Irrfahrt hat die Markov Eigen-

SDurrett [3, S. 250]: To steal a joke from Kakutani (U.C.L.A. colloquium talk):
A drunk man will eventually find his way home, but a drunk bird may get lost
forever.
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schaft:
P(Sm+n - ] ’ SO = 50, Sl = S1y -1y Sm - Sm) — P(Sm+n - ] ’ Sm - Sm)an

Also: Fiir die Zukunft ist von der Geschichte nur die Gegen-
wart relevant. Oder: The future is independent of the past

given the present.

Beweis: Es gilt P(S,,.n = 7|So = S0,51 = S1,.0,9m =
Sm) — P(Z?In?+1 X@ - ] - 5m> — P(Sﬂﬂ—n — ] ’ Sm — Sm)-

1.4 Des Spielers Ruin

Fiir diesen Abschnitt verweise ich besonders auf Feller [4]
342ff], Grimmett und Stirzacker [B, S. 18f, 79ff|] sowie auf
Steele [16], S. 1ff].

1.4.1 Defintion: Es sei (X;);en eine Folge von unabhén-
gigen Bernoulli Zufallsvariablen, wobei P(X; = 1) = p >
0,P(X; = —1) = 1 —p = ¢q > 0. Ferner sei Sy = k und
Sp=5S0+> 1, Xi,n=12,3,..die durch (X;);en erzeugte
einfache Irrfahrt und A, B € Ny, —B < k < A. Es sei

T=min{n >0 : S, = A oder S, = —B}

der zufillige Zeitpunkt zudem die Irrfahrt A oder B erreicht.
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Einfache Irrfahrten mit absorbierenden Randern
15

Ziel erreicht

0 25 50 75 100 125 150 175 200

Abbildung 1.4: Die blaue Irrfahrt erreicht das Ziel (ohne
vorher bankrott zu gehen). Der schwarze
nicht :-(

7 heilt Stoppzeit der einfachen Irrfahrt mit den ab-

sorbierenden Randern A und —B.

1.4.2 Satz: Die Stoppzeit einer einfachen Irrfahrt mit ab-
sorbierenden Réandern A und —B ist mit Wahrscheinlichkeit
0 unendlich, also

P(t=00)=0

Beweis: SL

1.4.3 Satz: Fiir die einfache symmetrische Irrfahrt — also

mit p = % — und absorbierenden Réndern A und —B und
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Anfangswert k € {—B,...,0, ..., A} gilt:

P(S; = A|Sy=k) = P((Sp)n>0 endet in A| Sy = k)

k+ B
A+ B’

Beweis (vgl. Steele [18, S. 2|): Wir betrachten
Flk) = P(S, = AlSy = k).
Dann gilt die Differenzengleichung

F(B) = 5k = 1)+ 5 £k + 1)

und die Randbedingungen

Die Aufgabe besteht jetzt darin, die Differenzengleichung mit
Randbedingungen zu l6sen. Dafiir gibt es systematische Me-
thoden. Wir machen einen Ansatz und setzen f(—B+1) = a.

Jetzt verwenden wir die Differenzengleichungen und erhalten

f(-B+1)=3f(=B)+ f(~B +2)

1 1
= —.04+—-f(—B+2
a=g +2f( +2)
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also

200 = f(—B +2).

Jetzt setzen wir f(—B + 2), f(—B + 1) in die Differenzen-

gleichung ein und erhalten

ﬂ—B+2):lﬂ—B+ﬂ)+§ﬂ—B+3)

2
2a:%a+%ﬂ—B+3)
da=a+ f(—B+3)
3ae = f(—B + 3)

Allgemein erhalten wir
f(=B+k) = ka.

Wir haben die zweite Randbedingung noch nicht verwendet!

Damit folgt

l=f(A)=f(-B+B+A)=a(B+A)

Also
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Also

A

bzw.

B+ k

Fk) = (=B +B+k) =

1.4.4 Satz: Fiir die Stoppzeit einer einfachen symmetrischen

Irrfahrt mit absorbierenden Réndern A und — B gilt
E(r|Sy=k)=(A—-k)(k+ B).
Beweis (vgl. Steele [18, S. 2|): Wir betrachten
g(k) = E(r| Sy = ).
Dann giltf]

g(k) = 51+ gk — 1)) + 51 + gk + 1)

1 1
zég(k—1)+§g(k+1)+l

und

g(—B)=0und g(A) = 0.

4Dabei beachten wir das Gesetz der totalen Wahrscheinlichkeit fiir Erwartungswer-
te (Grimmett und Stirzaker [3, 72]): E(Y) = >, ., E(Y|A;)P(A;)
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Dann beobachten wir

g(k) = 2olk — 1)+ sglk +1)+1

¢ e

Auf Basis dieser Gleichung ist es naheliegend, dass g qua-
dratisch in k ist (die zweite Ableitung ist konstant). Zudem
kennen wir zwei Nullstellen A und —B. Dann kann man
(A — k)(k + B) ansetzen und nachweisen, dass dieser An-

satz alle drei Bedingungen erfiillt.

1.4.5 Satz: Fiir die einfache asymmetrische Irrfahrt p # 1/2

und absorbierenden Réndern A und —B und Anfangswert

ke{-B,..,0,.., A} gilt:

(q/p)**"P -1

P(S, =A|Sy=k)=P(S, endet in A|Sy=k) = (/) F 1

Beweis: Ubung bzw. Steele [18, Seite 6]

1.4.6 Satz: Fiir die Stoppzeit einer einfachen asymmetri-
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schen Irrfahrt mit absorbierenden Randern A und —B gilt

B+k A+B 1—(q/p)P
E(r|So=k) = — : :
TS0 =) = = T (a/n)

Beweis: Ubung

1.5 Nachtrag zur Wiederkehr

Dieser Abschnitt ist kurz und behandelt nur einen Satz. Fiir
den Beweis verweise ich auf Grimmett und Stirzacker [5, S.

183ff]. Der Beweis dort verwendet erzeugende Funktionen.

1.5.1 Satz: Es sei (Sy,)nen, eine einfache nicht notwendiger-

weise symmetrische Irrfahrt und Sy = 0. Dann gilt:

i.) Die Wahrscheinlichkeit, dass die Irrfahrt jemals zu Null
zurlickkehrt ist 1 — [p — q|.

Also: Die einfache symmetrische und nur die einfache sym-
metrische Irrfahrt kehrt sicher (d.h. mit Wahrscheinlichkeit
= 1) zur Null zurtick. Bei einer asymmetrischen Irrfahrt tritt

die Riickkehr zur Null nur mit einer Wahrscheinlichkeit < 1.

ii.) Fiir die einfache symmetrische Irrfahrt tritt die Riickkehr
zur Null mit Wahrscheinlichkeit 1 ein, aber der Erwartungs-

wert fiir die Dauer bis zur Riickkehr ist oo.


www.mathfred.de

(©Manfred Jager-Ambrozewicz www.mathfred.de

1.5.2 Bemerkung: Man sagt, dass 0 fiir p = 1/2 rekurrent
ist. Fiir p # % ist 0 fliichtig, voriibergehend oder transient.
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2 Markov-Ketten

Dieses Kapitel beruht auf Grimmett und Stirzaker [5] und
Henze [7] sowie Billingsley [1]|. Norris [13], Tolver [19] und
Privault [14] sind weitere gute Quellen. Die beiden Biicher
Korosteleva [12] und Dobrow [2] sind anwendungsorientiert
und es gibt zudem niitzlichen R Code, den Sie gut als Aus-

gangspunkt fiir eine Programmierungen nehmen konnen.

2.1 Definition

2.1.1 Definiton: Ein zeit-diskreter stochastischer Pro-
zess (X, )nen, mit Werten in einer héchstens abzihlba-

ren Menge S heikt Markov-Kette, falls er die Markov-
Eigenschaft

P(Xn = S‘XQ = Ty eeeny Xn—l = .fl?n_l) = P(Xn = S‘Xn_l = xn_l)

fir allen > 1,29, ....,x,—1,s € S hat.
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Fiir die Zukunft ist von der Vergangenheit nur die Gegenwart

relevant

Da die Zustandsmenge S abzahlbar ist, werden wir
s;eS,iel, ] CNmitee I, CN

identifizieren. Wir schreiben also X,, = ¢ anstatt X,, = s;.
Wir sagen dann, dass die Kette im Zustand ¢ ist (anstatt im

Zustand s;).

2.1.2 Definiton: Eine Markov-Kette (X,,),en, heifit (zeit-

lich) homogen, falls
P(X, = 7| X1 =1) = P(X; = j| Xy =1)

fiir alle n, 7, 5 gilt. Homogenitit bedeutet also, dass der Zeit-
punkt n fiir die Ubergangswahrscheinlichkeit P(X,, = j|X,,_; =

i) irrelevant ist

In diesem homogenen Fall definieren wir die #(S) x #(S)
Ubergangsmatrix P durch

pij = P(X, = 7| X = 1).

Diese Ubergangsmatrix hat u.U. unendlich viele Zeilen und

Spalten.

Wir werden nur homogene Markov-Ketten betrach-
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ten.

2.2 Ubergangsdynamiken

2.2.1 Satz: Fiir die Ubergangsmatrix einer homogenen Markov-

Kette gilt:
i.) Fiir alle ¢, j gilt p;; > 0.
ii.) Fir alle ¢ gilt ) ;g pi; = 1. Die Zeilensumme ist 1.

Man sagt manchmal, dass P eine stochastische Matrix ist.
Das ist jedoch missverstandlich, da die Eintrage in der Ma-

trix keineswegs stochastisch (Zufallsgréfen) sind.

2.2.2 Definition: Die n-Schritt Ubergangsmatrix P(m, m+
n) = (pij(m,m + n)) einer homogenen Markov-Kette ist
durch

pij(m7 m —+ n) - P(Xm+n — ]’Xm - Z)
definiert.

Beachte, dass p;j(m, m + n) eine bedingte Wahrscheinlich-
keit bezeichnet.

Wir werden sehen, dass wegen Homogenitat der Zeitpunkt m

fiir die Ubergangswahrscheinlichkeit p;;(m, m + n) irrelevant
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(n)

ist, so dass die Notation p;;(m,m +n) = p;;~ gerechtfertigt

ist (siehe unten).

Wir beachten ferner P(m,m+ 1) = P.

2.2.3 Satz: Fiir die Ubergangsmatrizen einer homogenen
Markov-Kette gelten die Chapman-Kolmogorov Gleichun-

gen:

pijm,m+n+r)= sz’k:(m,m +n)pri(m+n,m+n+r).
k

Also gilt
Pimm+n+r)=Pmm+n)P(m+nm+n-+r)
und
P(m,m+n)=P".

Wir erhalten die Ubergangsdynamiken also durch einfaches

Potenzieren der Ubergangsmatrix.

Die i-te Zeile von P" enthélt an der j-ten Stelle die (bedingte)
Wahrscheinlichkeiten, dass die Kette ausgehend von ¢ mach

n Schritten im Zustand j ist.

2.2.4 Bemerkung: Wegen des vorhergehenden Satzes gilt
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also P(m,m + n) = P" = P(0,n), d.h. die Matrix der n-
Schritt Ubergangswahrscheinlichkeiten P (m,m + n) ist un-
abhingig von m. Deshalb ist die Notation

pE? = pij(m,m+n)

gerechtfertigt.

(0)

Wir definieren p;;,” := 1, dann kann man einige Formeln ein-

facher angeben.

» Bisher haben wir nur Ubergangswahrscheinlichkeiten (also
bedingte Wahrscheinlichkeiten) betrachtet. Natiirlich kann
man auch Wahrscheinlichkeiten betrachten. Der folgende Satz
betrachtet die Verteilung (die Wahrscheinlichkeiten) zum Zeit-
punkt n angeben. Wir stellen uns vor, dass die Anfangsver-
teilung P(Xy = i) gegeben ist und erhalten eine Formel fiir

die Verteilung P(X,, = i) zum Zeitpunkt n

2.2.5 Satz: Es sei (X,,)nen, eine homogenen Markov-Kette
und 71'§n> — P(X,, = 4). Dann gilt — wir fassen die (¥ als

Zeilenvektoren auf —

o) _ o (m)pn

und insbesondere
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Beachte, dass die Eintrige in 7™ unbedingte Wahrschein-

lichkeiten fiir die Periode n sind.

2.3 Zustandseigenschaften

» In diesem Abschnitt fithren wir Eigenschaften von Zustan-

den ein.

2.3.1 Definition: Ein Zustand 7 einer homogenen Markov-

Kette heiftt rekurrent (wiederkehrend), falls
P(X,=iftreinneN|Xy=1i) =1

bzw. dquivalent
P(X, #ifirallen e N|Xy=1) >0

Gilt hingegen P(X,, = ¢ fiir ein n € N | Xy = 1) < 1, so heifst

i transient (voriibergehend).

Rekurrent bedeutet: Fiir fast alle Pfade — d.h. mit Wahr-
scheinlichkeit 1 — kann man einen Zeitpunkt n finden, zudem
die Kette, die in 7 gestartet ist, zu ¢ zuriickkehrt. Wenn wir
einen Pfad zufallig ziehen, dann konnen wir prak-
tisch sicher sein, dass eine Riickkehr in endlicher Zeit

stattfindet.
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Transient bedeutet: Nur mit einer Wahrscheinlichkeit kleiner
als 1 zieht man einen Pfad, der in endlicher Zeit zu ¢ zuriick-
kehrt. ¢ € S ist also transient, wenn P(X,, # ¢ fiir alle n €
N|Xy=1) > 0.

2.3.2 Definition:i.) Es sei (X,,),en, eine homogene Markov-
Kette und fiir i € S

T; = min{n > 1|X,, = i}

der zuféllige Zeitpunkt zudem der Zustand erstmals gleich 4

ist. Wir definieren die mittlere Riickkehrzeit:

Yook fz(lk) . falls 7 rekurrent ist.

= E(T| Xy =1) =
2 TilXo =) { oo, falls 7 transient ist.

Dabei ist fur k € N

Y P(Xy =5, X1 £ s X1 £ 5| X0 = 1).

die Wahrscheinlichkeit, dass der Zustand ausgehend von ¢

erstmal nach n Schritten gleich j ist.
Warum ist p; = 0o, wenn ¢ transient ist. ......

ii.) Ist der Zustand i rekurrent aber (trotzdem) p; = oo, dann

nennen wir ¢ null-rekurrent. Gilt u; < 0o, dann nennen wir
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Abbildung 2.1: Es gilt P(X; = 6| Xy = 3) = 0.4. Einen Pfad der
in 3 beginnt und dann in den Zustand 6 {ibergeht,
erhalten wir mit Wahrscheinlichkeit 0.4. Fiir diese
Pfade gibt es kein n € N, so dass die Kette in n
zur 3 zuriickkehrt. Der Zustand 3 ist also nicht
rekurrent. Also ist der Zustand 3 transient. Es gilt
aber auch nicht P(X,, = 3 fiir einn € N| Xy, =) =
0. Mit Wahrscheinlichkeit 0.2 wechselt die Kette in
den Zustand 4. Mit Wahrscheinlichkeit 1 wechselt
die Kette dann irgendwann in den Zustand 3 zuriick
(bitte vergewissern Sie sich davon). Es gilt sogar
P(X,, =i fiir ein n € N|X; = 3) = 0.2, denn auch
bei einem Wechsel nach 1 gibt es keine Riickkehr
zur 3.
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1 positiv-rekurrent.

iii.) Fiir einen Zustand ¢ heift d(i) = ggT{n : pi(n) > 0}

die Periode des von 7.

d ist also genau dann die Periode von 4, wenn: p;(n) = 0
aufser fiir n, die Vielfaches von d sind und d ist die grofte na-
tiirliche Zahl mit dieser Eigenschaft. Also, wenn die Periode
von ¢ 2 ist, dann kehrt die Kette mit positiver Wahrschein-
lichkeit nach 2,4,6, ... Schritten nah ¢ zuriick. Nach z.B. 3
Schritten mit Wahrscheinlichkeit 0.

i heift periodisch, falls d(i) > 1 ist. ¢ heift aperiodisch,
falls d(i) = 1.

Aperiodisch bedeutet: Es gibt ein NV € N, so dass p(n) > ()

fiir alle n > N gilt]] Wenn also N z.B. 100 ist, dann gilt
pgz-loo) > (), pz(-l-lm) > (), pgilm) > 0, ... . Aperiodizitat ist wich-
tig fiir die Langfrist-Analyse von Zustinden beziehungsweise

Ketten, wie wir spater sehen werden!

iv.) Ein Zustand heift ergodisch, falls er positiv-rekurrent

und aperiodisch ist.

Also: Wenn ¢ ergodisch ist, dann ist ¢ aperiodisch, die Ket-
te kehrt sicher] zu i zuriick und die Kette benétigt fiir die

'Der Beweis bendtigt etwas Zahlentheorie ......
2bedeutet mit Wahrscheinlichkeit 1
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Riickkehr im Durchschnitt nicht ewig.

v.) Ein Zustand ¢ heifit absorbierend, falls P(X,, ;1 = | X,, =
i) = 1.

2.3.3 Satz: Wir verwenden die folgenden Konzepte:
N; = #{n € Ny|X,, =i}

bezeichnet die Anzahl der Besuche bei Zustand 7z einer Kette

die in ¢ beginnt und
T, = min{n > 1|X,, =i}

bezeichnet den Zeitpunkt des ersten Besuch des Zustands .
i.) Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

a.) 1 ist rekurrent.

b.) P(T; = co| Xy =1) = 0.

c.) P(N; = ool Xy =1) = 1.

) 2,0 = co.
ii.) Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

a.) ¢ ist transient.

b.) P(T; = 0o| Xy = i) > 0.
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c.) P(N; =o0|Xg=1)=0.

d) 3 " < .

Beweis: Billingsley [1,, S. 118] fiir die Aussagen in c¢.) und d.),
Grimmett und Stirzaker |5, S. 248|. Privault |14 Kapitel 6|

2.4 Klasseneigenschaften

» Aquivalenzklassen von Zustinden ......

2.4.1 Definition: Wir schreiben 7 — j und sagen j ist aus

1 erreichbar, falls es ein m € Ny mit pl(-;m > () gibt.

Wenn ¢ — 5 und j — ¢ gilt, dann schreiben wir ¢z <+ j. In

diesem Fall sagen wir, dass ¢« und 7 kommunizieren.

Bemerkung: Wegen p;;(0) = 1 (gemék Festsetzung) gilt i <>

1 tir alle 4.

2.4.2 Satz: i < j definiert auf S eine Aquivalenzrelation.

Es gilt also:

o Fiir alle? € S ist < J.

o Gilt fiir 7,5 € 5,7 <> j, dann gilt auch j <> 7.
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o Gilt fiiri, g,k € 5,1 < 7,7 <> k, dann gilt auch 7 < k.

Bemerkung: Auf Basis der Aquivalenzrelation < konnen
wir Aquivalenzklassen definieren. Es sei s € S in Zustand,

dann heift
s|]={r €S|z s}
Aquivalenzklasse mit Repriisentanten s.

2.4.3 Satz: Fiir 7,7 € mit ¢ <> 7 gilt:
i.) ¢ und j haben die gleiche Periode.
ii.) 7 ist genau dann transient, wenn j transient ist.

iii.) 4 ist genau dann null-rekurrent, wenn j null-rekurrent

1st.

iv.) 7 ist genau dann positiv-rekurrent, wenn j positiv-rekurrent

1st.

Bemerkung: Die vier Eigenschaften sind also Klassenei-
genschaften: Gilt eine Eigenschaft fiir einen Zustand einer
Klasse. dann gilt die Eigenschatft fiir alle Elemente der Klasse.
Dementsprechend sprechen wir insbesondere von einer rekur-

rent Klasse bzw. von einer transienten Klasse.

2.4.4 Definition: i.) Eine Menge von Zustinden M C S
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heifst
ia.) abgeschlossen, falls p;; = 0 fiir alle : € M, 5 ¢ M.

ib.) irreduzibel (oder kommunizierend), falls i <+ j fiir

alle 7,7 € M.

ii.) Eine Markov-Kette heifst irreduzibel, wenn sie nur aus

einer einzigen <> -Klasse besteht.

2.4.5 Bemerkung: i.) M ist genau dann abgeschlossen,
wenn » oy piy = 1 fiir alle 7 € S gilt.

ii.) Wenn eine Kette eine Abgeschlossene Menge erreicht,

dann verlasst ist die Kette diese Menge nicht mehr.

iii.) Wenn eine Menge von Zustdnden irreduzible ist, dann
kommunizieren geméfs Definition alle Elemente in dieser Men-
ge miteinander. Wenn C' nicht nur eine Menge, sondern sogar
eine <»-Klasse ist, dann liegen in C' alle Zustande, die mit-
einander kommunizieren. In diesem Sinn ist jede Klasse eine

maximale irreduzible Menge.

2.4.6 Bemerkung: Wenn C' eine rekurrente <+ -Klasse ist,

dann ist C abgeschlossen.

2.4.7 Satz: Der Zustandsraum einer homogenen Markow
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Kette lasst sich eindeutig in der Form
S=TWwCiyCy W ...

zerlegen. Dabei ist 1" die Menge der transienten Zustinde der
Kette und O, Cy, ... sind die abgeschlossenen| rekurrenten

Klassen.

Beweis: Grimmett und Stirzaker [5], 251]

2.4.8 Bemerkung (Grimmett und Stirzaker [5], 252]):
Wenn die Markov-Kette in C; beginnt, dann bleibt die Ket-
te fiir immer in dieser abgeschlossenen rekurrenten Klasse.
Wenn die Kette in T beginnt, dann bleibt die Kette u.U. fiir
immer in 1" oder sie wechselt in eine rekurrente Klasse und
bleibt dann dort fiir immer. Fiir den Fall #(S5) < oo gilt:
Wenn die Kette in T startet, dann wechselt die Kette mit

Wahrscheinlichkeit 1 in eine rekurrente Klasse.

3abgeschlossenen hitte man nicht angeben miissen, denn rekurrente Klassen sind
abgeschlossen.
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2.5 Stationare Verteilung und

Langfristverhalten

2.5.1 Definition: Ein Zeilenvektor 7* heilkt stationare

Verteilung der homogenen Markov-Kette, falls

i.) w7 >0 fiir alle j und )

ii.) w* = w*P.

*
jes T = 1.

2.5.2 Bemerkung: 7" ist /heifft wegen ii.) der Definition ein
Linkseigenvektor der Matrix P zum Eigenwert 1. Deshalb

heifst eine stationdre Verteilung stationédre Verteilung.

2.5.3 Bemerkung: Gilt P(X, = j) = 7}, dann gilt auch
P(X, = j) = m; (fiir alle n).

2.5.4 Satz: i.) Eine irreduzibld!] homogene Markov-Kette
hat genau dann eine stationdre Verteilung w*, wenn alle Zu-

stande positiv rekurrent sind.

ii.) In diesem Fall ist die stationére Verteilung 7w* eindeutig

bestimmt und es gilt

Dabei ist
i = E(Tz"Xo = Z)

1Die Kette besteht aus nur einer < Klasse.
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die erwartete Dauer bis zum néachsten ersten Besuch in 7. .

Beweis: Grimmet und Stirzaker [5], S. 254|

2.5.5 Bemerkung (Grimmett & Stirzaker [5, 259] ):
Wir wollen das Grenzverhalten p;;(n) fiir n — oo untersu-

chen. Wie das folgenden Beispiel belegt, fithrt Periodizitat zu
einer Komplikation | Es sei S = {1,2} und

01
P pu—
Dann alterniert p;;(n). Das verkompliziert die Asymptotik.

2.5.6 Satz: Fiir die Zustdnde einer irreduziblen aperiodi-

schen homogenen Markov-Kette gilt

(n) 1

lim p

n—soo’ 1 1
Hier muss man beachten, dass der Limes unabhangig von 4
ist.

Beweis: Grimmet und Stirzaker [B], S. 259

2.5.7 Bemerkung: Wir betrachten eine irreduzible Markov-

Kette, so dass wir den vorherigen Satz anwenden konnen. Die

"Diese Kette hat aber einer eine stationéire Verteilung.
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Anfangsverteilung der Kette sei P(Xy = ). Dann gilt
P(X, = j) = »_B(Xo = i)p}} .
Dann beobachten wir

Jim TR =i)pi} = Y (X =) lim plj]

. n—00
1 1
=) P(Xy=i)—=—
- Hj My
Also
lim P(X, =j)=—
n—0o0 /’L]

2.5.8 Bemerkung: i.) Wenn die irreduzible aperiodische

Kette transient oder null-rekurrent ist, dann ist

lim pg.l) = 0.
n—oo

ii.) Wenn die irreduzible aperiodische Kette positiv-rekurrent

ist, dann

S () B S
7}1—>Holop’ij _Mj Ty

7" ist die eindeutig bestimmte stationdre Verteilung.

iii.) Wenn die irreduzible Kette die Periode d hat, dann
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» Man kann sogar den folgenden Satz beweisen, der auf die

Voraussetzung der Irreduzibilitat verzichtet.

2.5.9 Satz (Grimmet und Stirzaker [5), S. 262]): Fiir je-
den aperiodischen Zustand j einer homogenen Markov-Kette

gilt
my 1

lim p;,’ =

n
n—oo” 17 [

und fiir jeden Zustand 7 gilt

lim p(ﬁ) = &

n—oo’ W ,Ujj

2.5.10 Bemerkung: Die Gleichung limn%mpgy) = fij/ 14
gilt auch fiir 7+ = j. Wenn j persistent ist, dann ist f;; = 1.
Wenn f;; < 1, dann ist j fliichtig. Dann folgt p; = oo.

2.5.11 Bemerkung: Fiir eine irreduzible aperiodische ho-

mogenen Markov-Kette gilt einer von drei Fille:

=0,

1. Die Kette ist transient und limy, o p;;" =

2. Die Kette ist persistent — aber null-persistent —, es gibt

keine stationdre Verteilung und lim,, i

3. Die Kette ist persistent, es gibt eine stationdre Vertei-

lung und
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oo _ L
nh—{gopij _,uj Ty

2.6 Endliche Ketten

2.6.1 Definition: Eine Markov-Kette heilst endlich, falls
N =#(5) < .

2.6.2 Satz: Eine endliche homogene Markov-Kette hat min-
destens eine rekurrenten Klasse und alle rekurrente Zustande

sind positiv-persistent.

2.6.3 Satz: Fiir die Ubergangsmatrix P einer endlichen ho-
mogenen Markov-Kette gilt:

i.) A =1 ist Eigenwert von P zum Eigenvektor (1,1,...,1)%.
ii.) Fiir alle Eigenwerte von P gilt |A| < 1.

2.6.4 Satz (Perron-Frobenius): Fiir die Ubergangsma-
trix P einer irreduziblen endlichen Markov-Kette mit Periode

d gilt:

i.) Die Eigenwerte vom Betrag 1 sind: A\; = w% X = w?l, ..., Ay =
wi1 wobel w = ¥/,

ii.) Fiir alle anderen Eigenwerte Agy1, ..., Ay gilt [\| < 1,7 =
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d+1,...N.

Insbesondere: Im Falle der Aperiodizitat d = 1 ist A = 1
der einzige Eigenwert mit Betrag 1. Alle anderen Eigenwerte

haben einen Betrag strikt kleiner 1.

Beweis: Grimmett und Stirzaker |5, Seite 269]

2.6.5 Satz: i.) Die Anzahl der persistenten Klassen einer
homogenen Markov-Kette entspricht der Vielfachheit v des
Eigenwertes Ay = 1, wobei die algebraische und die geome-
trische Vielfachheit tibereinstimmen. (Vgl. Karlin und Taylor
[10], Seite 4])

ii.) Die Ubergangsmatrix einer endlichen homogenen Markov-
Kette kann durch die geeignete Wahl der Zustandsnumme-

rierung in der Form

(P 0 .. 0 o\

0O P ... 0 O

0 0 .. P, 0
\Ql QQ Qm Q)

angegeben werden. Dabei korrespondieren die Zeilen mit den
Matrizen Py, ..., P,, zu den persistenten Klassen und die Zei-

len mit den Q-Matrizen zu den fliichtigen Zustanden.
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