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1 Einfache Irrfahrten

Quellen: Feller [4], Grimmett & Stirzaker [5], [6], Henze [8§], Steele [16],
Schilling [13, Kap.12|, Privault [12]

1.1 Einfithrung

1.1.1 Defintion: i.) Es sei (X;);en eine Folge von unabhéngigen Ber-
noulli Zufallsvariablen['| mit

P(X;=1)=p>0

Ferner sei Sy = a. Der durch

Sp=S+> X; (n=1,23,.)

=1

definierte stochastische Prozess heiftt einfache Irrfahrt mit Anfangs-

wert a.

ii.) Gilt p = 1/2, dann heift (S,),en, einfache symmetrische Irr-
fahrt.

!Typischerweise in der WT haben Bernoulli ZV das Bild {0,1}. In Stoch Proz wihlen wir
Bild(X) = {1, -1}. Warum?
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1.1.2 Bemerkung: i.) Man kann sich die Irrfahrt als zufillige Bewe-
gung auf Z vorstellen. Zufillig bewegt sich der betrunkene Punkt nach

links oder rechts. Machen Sie eine Skizze!

ii.) Zur Illustration betrachten wir auch die Punkte (n, S,) € R? n € Nj.
Fiir jedes w € € erhalten wir einen Pfad (n,S,(w)) € Ny x Z,n € Ny.

n zdhlt die Anzahl der Schritte (die (horizontale) Linge des Pfads).

S, erfasst die vertikale Abweichung.

Schreiben Sie ein R Programm, das symmetrische Irrfahrten simuliert

und graphisch darstellt.

1.1.3 Proposition: Es sei (S),),cn, eine einfache Irrfahrt. Dann gilt

E(S,) = So+nE(X1) = Sy + n(p — q),
V(S,) = 4npq,
sd(Sn) = \/% vn

Beweis: DIY (:= Do it yourself)

» Die Streuung gemessen in der Standardabweichung wichst proportio-

nal zu /n.

1.2 Einfache symmetrische Irrfahrt

Die einfache symmetrische Irrfahrt (mit Anfangswert 0) ist
besonders wichtig. Deshalb werden wir diese ausfiihrlicher be-
trachten. Spiter werden wir uns ausfiihrlich mit der Brown’schen
Bewegung beschiftigen, der wohl der wichtigste stochastische Pro-
zess ist. Die Brown’sche Bewegung kann gut durch eine geraffte skalierte

symmetrische Irrfahrt approximiert werden.
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Feller [4] hat eine besonders einflussreiche Analyse der symmetrischen
[rrfahrt vorgelegt. Das Lehrbuch von Feller [4] ist beriihmt! Hier https:
//de.wikipedia.org/wiki/William_Feller| konnen Sie etwas iiber

William Feller lesen.

1.2.1 Proposition (Feller [4, S. 68]): Es sei (X;);en eine Folge von
unabhéngigen Bernoulli Zufallsvariablen, wobei P(X; = 1) =
P(X; = —1) und

1
2

Sp=0+> Xi (n=123.)
=1

die durch X; definierte einfache symmetrische Irrfahrt mit Anfangswert
Sp = 0. Dann gilt

Ppa=P(S, =z) = (%) . (u : d)

dabeiist n =u+dund x = u — d.

» u bezeichnet hier die Anzahl der 1’en und d die Anzahl der —1’en in

der Summe S,,.
Bekanntlich zahlt der Binomialkoeffizient
(0) == ()
u uld! d
die Anzahl der Moglichkeiten u 1’en und d (—1)’en anzuordnen.

Wir beachten: u und d ergeben sich aus n und z. Wir konnen x als

Vorsprung auffassen |

2Feller [4] schreibt p anstatt v und ¢ anstatt d. Wir brauchen aber p und q fiir die Erfolgswahr-
scheinlichkeit bzw. die Misserfolgswahrscheinlichkeit.
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Wir notieren noch fiir den spéteren Gebrauch

n=u-+d
r=u—d
und durch Umformung noch
J_n=7
2
n—+ax
u =
2

Wir kénnen die obige Wahrscheinlichkeit deshalb so angeben

=0 (2) (1) - (3) (&)
~(z) ()

1.2.2 Proposition: Fiir die einfache symmetrische Irrfahrt mit An-

fangswert Sy = 0 gilt

o= (2) () <

» Das folgende sogenannte Spiegelungsprinzip kann erstens noch ver-
allgemeinert werden und hat sich zweitens als aufsergewohnlich niitzlich
erwiesen. In Henze [8] und in Feller [4] kann man dazu sehr viele Argu-

mente finden. <«

1.2.3 Spiegelungsprinizip (Feller [4, S. 72]): Es sei A = (a,«) €
Ny xZ,B = (b,8) € Ng XxZ mit b >a >0,a > 0,8 > 0. Dann gilt:
Die Anzahl der Pfade von A nach B, die die Nullachse beriihren oder
schneiden, ist gleich der Anzahl aller Pfade von A" = (a, —a) nach B.

In Worten: Die Anzahl der Pfade von A = (a,«) nach B = (b, 5) mit

U2n
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einer Nullstelle, ist gleich der Anzahl aller Pfade von A" = (a, —«a)) nach
B=(b5).

Beweis: Mitschrift SL 20260409

1.2.4 Ballot Theorem (Henze [8, S. 14], Feller [4], S. 73] ): Fiir
n,x € N gibt es genau (%) - N, Pfade der einfachen Irrfahrt mit Sy = 0,

Sty Sp—1 > 0und 5, = z.
Es gibt also (£) - N, , nullstellenfreie Pfade von (0,0) nach (n, z).

Dabei bezeichnet NV, , die Anzahl der Pfade von (0,0) nach (n,z). Es

B N

wobei wie gehabt u+d = n und z = u — d bzw. d = 5% otz

7 H U= "5

ist die Anzahl der 1’en, die wir bendtigen um von (0,0) nach (n,x) zu

u

kommen, und die Anzahl der —1’en ist d.

Beweis: Zunichst beobachten wir, dass die Anzahl der im Theorem
genannten Pfade gleich der Anzahl der Pfade ohne Nullstellen von (1, 1)
nach (n,x) ist. Die Anzahl der Pfade ohne Nullstellen von (1,1) nach
(n,x) ist dann gleich der Anzahl aller Pfade von (1,1) nach (n,x)
abziiglich der Pfade mit Nullstellen von (1, 1) nach (n, z).

Jetzt bestimmen wir die Anzahl aller Pfade von (1,1) nach (n,z).
Wir verschieben dazu das Koordinatensystem so, dass (1,1) in
den Punkt (0,0) tibergeht. Dann sehen wir, dass die Anzahl aller Pfade
von (1,1) nach (n,x) gleich der Anzahl aller Pfade von (0, 0) nach (n —
1,z — 1) ist; also gleich N, ;1.

Es gilt

u+d—1
an,x1:< u—1 )7

Hier gibt es un

ausgesprochene
Konventionen.
‘Welche?
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denn, wir benétigen fiir einen Pfad von (0,0) nach n — 1,2 — 1 im
Vergleich zu einem Pfad von (0,0) zu (n, z) eine +1 weniger und einem
Schritt weniger. Das kénnen wir uns anhand einer Skizze klar machen
oder nachrechnen: Wir bestimmten die Anzahl der notigen 1’en und
(—1)’en. Die beide Werte kann man an den Indizes von N,,_; ,_; ablesen.

n—14+(x—-1) n+zx—-2 n+zx
Uvyerschoben = 5 = 9 = 5 —1l=u—-1

n—1—(zx—1 n—ux
dverschoben — 2( ): 2 —1=d-1

Jetzt bestimmen wir die Anzahl aller Pfade von (1,1) nach (n,x)
mit Nullstellen. Geméf des Spiegelungsprinzips ist das gleich der
Anzahl aller Pfade von (1, —1) nach (n,x). Jetzt verschieben wir das
Koordinatensystem so, dass der Punkt (1, —1) in den Punkt (0, 0) iiber-
geht. Wir erkennen jetzt, dass die Anzahl aller Pfade von (1, —1) nach
(n,x) gleich der Anzahl aller Pfade von (0,0) nach (n — 1,2 + 1) ist;

also gleich IV}, —1 441.

Es gilt

u+d—1
Nn—l,m—i—l = ( )

u

wobel wir uns vergewissern, dass es tatsachlich u unten im Binomialko-
effizienten sein muss! Davon konnen wir uns in einer Skizze vergewissern.

Wir konnen es aber auch wieder nachrechnen:

n—1+(x+1) n+x
Uvyerschoben = = =U

2 2
n—1—(zx+1 n—x—2
dverschoben — 2< ) = 9 =d—1

Dann rechnen wir nach (siehe Mitschrift Mathfred StochProz SL 20260416),
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dass

1st.

1.2.5 Bemerkung: Wir betrachten eine symmetrische Irrfahrt (.S,)

mit Anfangswert Sy = 0. Wir haben vorne ermittelt:

und

st -- (5 ()

1.2.6 Hauptlemma (Feller [4], S. 76]): Es gilt
P(S1 #0, ..., S2p # 0) = P(S2, = 0) = uay,.

|das zweite — ist eigentlich nicht Teil der Behauptung, sondern schon
bekannt /definiert] Mit Worten: Die Wahrscheinlichkeit einen Pfad der
Liange n ohne Nullstellen zu erhalten ist genauso hoch, wie die Wahr-
scheinlichkeit, dass der Pfad nach n Schritten n ist.

Beweis: Aus Symmetriegriinden

P(Sl 75 0, ...,Sgn 75 0) =2- P(Sl > 0, ...,Sgn > 0)
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Wir beachten /betrachten deshalb

]P)(Sl >0, ..., Sop_1 > 0, S, = 27“)

NE

P(S; > 0,...,5, >0) =

r=1
o0
—2n

= E (Nop—127-1 — Nop—12741) - 2

r=1

(0.
- —2n+10—1
= E (Nop—12r—1 — Nop—1241) - 2 2

%
|
—_

(N2n71’2r71 - N2n71,2r+1) . 2_(271—1)2—1

NE

ﬁ
|
—_

= (Nzn_l,zr_l 27D N - 2—<2n—1>)

r= 1
1
= (N, —(2n-1) )
5 ( on—1,1"
1 1 :
=5 P(Sy, 1 =1)= 3 P (Sa, =0) [siche unten|
1
= —U n
52
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Wir rechnen P (Sy,—1 = 1) = P (S, = 0) nach:

2n — 1 1 2n — 1 1
]P)(Sgn—l = 1) = (Qn—l 1>T = ( ) -
2+ 22 1 n 22 1

2n — 1\ 2

(")
2n—1)! 2

nl(2n — 1 —n)! 220
_ 2n(2n—1)! 2
- nl(2n — 1 —n)!2n 22
_2n(2n—-1)! 1
~nl(n—1)In22

B 2n\ 1
o n 22n

=P (S, =0)

1.2.7 Definition: Wir definieren die Erstwiederkehrzeit
W =inf{2k |k € N, Sy, = 0}.

Wenn die ZV W (fiir einen Pfad) den Wert 2k annimmt, dann ist 2k
der erste Zeitpunkt zudem der Pfad eine Nullstelle hat; also zur 0 zu-
riickkehrt.

1.2.8 Proposition: Es gilt fiir n > 1

fon :=P(W =2n) = () 1 _ ey
2n — YT 201 9 T 9p
1
T op

Beweis: Feller [4, S. 78] oder Henze [8, S. 43] Wir beobachten und
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nutzen das Hauptlemma

Fon = P({S1 £ 0, ... Sons £ O\ {S1 # 0, ..., So % 0})
— P({Sy #£0, ..., Sono £ 0}) — P({Sy #0, ..., So. # 0)

= U2p—2 — U2p.

Die Behauptung folgt dann durch direktes Rechnen.

1.2.9 Satz: Der Zustand S = 0 der einfachen symmetrischen Irrfahrt

ist null-rekurrent, d.h.

U(k—1)
2k

]P’(W<oo):§:IP’(W:2n):1

P(W = 2k) =

E(W) = o0
Beweis: Vgl. Henze [8, S. 43] (aber auch Feller [4, S. 78]) Es gilt:
P(W =2k) =P(W > 2k) —P(W > 2(k+1)).

Mit dem Hauptlemma

P(W > 2k) = uM_D(’“;l
Dann weiter mit direkten Nachrechnen.
Wir zeigen P(W = oo) = 0. Es gilt {WW = oo} = N2 {W > 2k}.
Ferner ist {WW > 2(k+ 1)} C {W > 2k}. Also gilt

{W = o0} = lim {W > 2k}
k—o0
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Da Wahrscheinlichkeitsmafe stetig sind, folgt

P({W = o0}) = P(lim {1V > 2k})
= lim P({W > 24})

pr— 1. _ pr—
k1_>1£10U2(k 1) 0,

wobel wir

lim uopVrk =1

k—o0

verwenden (vgl. Henze [8, S. 27]).

Fiir die dritte Gleichung der Behauptung

EW) =3 2k- POV =2k) = 3 2k “2’2”
k=1 k=1
= ZUQ(k—l) = 00
k=1

Vgl. Henze [8], S. 43f] fiir einige fehlende Schritte.

» Wir konnen uns also bei der einfachen symmetrischen Irrfahrt sicher
sein, dass sie zur Null zuriickfindet, aber wir erwarten, dass es unendlich

lange dauert. Das strapaziert und erweitert unsere Anschauung! <«

» Am Rande: Gemaf Durrett |3, S. 250] findet auch ein betrunkener
Mensch in Z? mit Wahrscheinlichkeit 1 nach Hause zuriick, ein betrun-
kener Vogel in Z? nicht | «

3Durrett 3] S. 250]: To steal a joke from Kakutani (U.C.L.A. colloquium talk): A drunk man will
eventually find his way home, but a drunk bird may get lost forever.
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1.3 Einfache (auch asymmetrische) Irrfahrten

1.3.1 Proposition: Es sei (S5,)nen, eine einfache Irrfahrt mit Sy = a.

Dann gilt

n 1 1
P(S, =b) = 5 (n+b—a) §(n—b+a)’

wobei wir die Binomialkoeffizienten Null sind, falls 1(n +b — a) ¢
{0,1,2, .., n}.

Beweis: Wir beachten

1=1

b—a:zn:Xi:u—d
i=1

Aus den beiden Gleichungen

u+d=n
u—d=0b—a
folgt
_n+(b—a)
U=
d:n—(b—a)
2

Um von a auf b zu kommen, muss b — a = u — d gelten. Wir benotigen
also v Einsen und d Minus-Einsen. Bei n = u+ d Schritten gibt es dafiir
(“Z;d) Méglichkeiten.
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Also gilt

ut+d\ ,
IP’(Snzb):< y )p q".

Jetzt muss man nur noch die Gleichungen fiir v und d einsetzen.

1.3.2 Satz: Eine einfache Irrfahrt ist raumlich und zeitlich homo-

gen:

P(S,=j|So=a) = P(S,=j+0b|S =a+b),
P(S,=j|So=a) = P(Spin=7|Sm =a).

Beweis: Zu raumlichen Homogenitiat: Man kommt in n Schritten von

—1,..,

Zur zeitlichen Homogenitit: Es gilt P(S, = j|So=a) =P, Xi =

j—a) =P X; = j — a), wobei das letzte Gleichheitszeichen

gilt, denn die X; haben alle die gleiche Verteilung.

1.3.3 Satz: Eine einfache Irrfahrt hat die Markov Eigenschaft:

IPJ(Sm—l-n = ‘ 507517 -'-7Sm) = P(Sm—l-n =7 ‘ Sm)an > 0.

Beweis: Es gilt P((Smin = j|S0,51, ... Sm)) = P00 Xi = j —

1.4 Des Spielers Ruin

Fiir diesen Abschnitt verweise ich besonders auf Feller [4, 342ff], Grim-
mett und Stirzacker [5], S. 18f, 791f] sowie auf Steele [14] S. 1f].
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1.4.1 Defintion: Es sei (X;);en eine Folge von unabhéngigen Bernoulli
Zufallsvariablen, wobei P(X; =1)=p > 0,P(X; =—-1)=1—-p=¢q >
0. Ferner sei Sp = k und S, = Sp + > -, X;,n = 1,2,3, ... die durch
(X;)ien erzeugte einfache Irrfahrt und A, B € Ny, —B < k < A. Es sei

T=min{n >0 : S, = A oder S, = —B}

der zufillige Zeitpunkt zudem die Irrfahrt A oder B erreicht. 7 heifst
Stoppzeit der einfachen Irrfahrt mit den absorbierenden Rin-
dern A und —B.

1.4.2 Satz: Die Stoppzeit einer einfachen Irrfahrt mit absorbierenden
Réndern A und —B ist mit Wahrscheinlichkeit 0 unendlich, also

P(tr=00)=0
Beweis: SL
1.4.3 Satz: Fiir die einfache symmetrische Irrfahrt p = % mit absor-

bierenden Réndern A und —B und Anfangswert k € {—B,...,0,..., A}
gilt:

]P(ST = A|S() = ]{3) = P((Sn)nzo endet in A ‘ SO = ]{3)

k+ B
A+ B

Beweis (vgl. Steele [16], S. 2]): Wir betrachten
F(k) = B(S, = A]S = k).
Dann gilt die Differenzengleichung

FB) = 50 = 1) + Sk + 1)
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und die Randbedingungen

Die Aufgabe besteht jetzt darin, die Differenzengleichung mit Randbe-
dingungen zu l6sen. Dafiir gibt es systematische Methoden. Wir machen
einen Ansatz und setzen f(—B + 1) = a. Jetzt verwenden wir die Dif-

ferenzengleichungen und erhalten

f-B+1) = Sf(-B) + 2 f(-B+2)

1 1
204+ -f(—B+2
a=g 0+2f( + 2)

also

2 = f(—B +2).

Jetzt setzen wir f(—B + 2), f(—B + 1) in die Differenzengleichung ein

und erhalten

f(=B+2)= %f(—B+1)+%f(—B+3)

2&:%a+%f(—3+3)
da =a+ f(—B +3)
3a= f(—B+3)

Allgemein erhalten wir

f(=B+k) = ka.
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Wir haben die zweite Randbedingung noch nicht verwendet! Damit folgt

1= f(A) = f(~B+ B+ A) = a(B+ A)

Also
0 1
A+ B
Also
FeB R = g
bzw.
B+Ek

FUR) = F(-B+ B+ k)=

1.4.4 Satz: Fiir die Stoppzeit einer einfachen symmetrischen Irrfahrt

mit absorbierenden Randern A und —B gilt

E(r]|Sy=k)=(A—k)(k+ B).
Beweis (vgl. Steele [16], S. 2]): Wir betrachten

g(k) = E(7 | S = k).
Dann gilt
1 1

g(k) = 59(/@ —1)+ §g(k +1)+1

und

g(—B) =0 und g(A) = 0.
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Dann beobachten wir

= g(k)—glk—1)=g(k+1) —g(k) +2
= g(k)—g(k—1)=g(k+1) —g(k) +2
= Ag(k—1)=Ag(k)+2

= %Ng(k —1)=-1

Auf Basis dieser Gleichung ist es naheliegend, dass g quadratisch in k ist
(die zweite Ableitung ist konstant). Zudem kennen wir zwei Nullstellen
A und —B. Dann kann man (A — k)(k + B) ansetzen und nachweisen,

dass dieser Ansatz alle drei Bedingungen erfiillt.

1.4.5 Satz: Fiir die einfache asymmetrische Irrfahrt p # 1/2 und absor-
bierenden Réndern A und —B und Anfangswert k € {—B,...,0,..., A}
gilt:

(¢/p)"F -1
(¢/p)AT8 -1

P(S; = A|Sy = k) =P(S, endet in A| Sy =k) =

Beweis: Ubung

1.4.6 Satz: Fiir die Stoppzeit einer einfachen asymmetrischen Irrfahrt

mit absorbierenden Réndern A und —B gilt

B+k A+B 1— (q/p)BP*+*

E(r|S, = k) = . .
(15 =#) qg—p q—p 1—(g¢/p)**P

Beweis: Ubung
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1.5 Wieder die Wiederkehr

Dieser Abschnitt ist kurz und behandelt nur einen Satz. Fiir den Beweis
verweise ich auf Grimmett und Stirzacker [, S. 183ff]. Der Beweis dort

verwendet erzeugende Funktionen.

1.5.1 Satz: Es sei (Sy,)nen, eine einfache nicht notwendigerweise sym-

metrische Irrfahrt und Sy = 0. Dann gilt:

i.) Die Wahrscheinlichkeit, dass die Irrfahrt jemals zu Null zuriickkehrt
ist 1 — |p—q|.

Also: Die einfache symmetrische und nur die einfache symmetrische Irr-
fahrt kehrt sicher (d.h. mit Wahrscheinlichkeit = 1) zur Null zuriick. Bei
einer asymmetrischen Irrfahrt tritt die Riickkehr zur Null nur mit einer
Wahrscheinlichkeit < 1.

ii.) Fiir die einfache symmetrische Irrfahrt tritt die Riickkehr zur Null
mit Wahrscheinlichkeit 1 ein, aber der Erwartungswert fiir die Dauer bis

zur Riickkehr ist oo.

1.5.2 Bemerkung: Man sagt, dass 0 fiir p = 1/2 rekurrent ist. Fiir
p # % ist 0 fliichtig, voriibergehend oder transient.
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