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1 Basis der Wahrschein-
lichkeitstheorie

1.1 Grundlegendes: Axiome fiir Ereignisse

deren Wahrscheinlichkeiten

In diesen Kapitel werden einige Grundbegriffe und dazuge-
horige Resultat eingefiihrt. Die Erlauterungen, Definitionen
und Ergebnisse sind so grundlegend, dass sie sich in nahe-
zu jeder Quelle finden, z.B. in Billingsley [2], Blitzstein und
Hwang [4], Georgii [13]|, Henze [19] und Krengel [24]. Aus
meiner Sicht eignen sich vor allem Henze [19] und Blitzstein

und Hwang [4].

1.1.1 Bemerkung;: i.) In der Wahrscheinlichkeitstheorie wird
ein Rahmen fiir die systematische mathematische Analyse

von unsicheren Sachverhalten entwickelt. Fir solche Sach-
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verhalte verwenden wir den Begriff Experiment.

Die Menge der moglichen Ergebnisse des Experiments

bezeichnen wir mit
Q0 #(0 ist die Menge der Ergebnisse.

Ich stelle mir unter {2 regelméfbig die Menge der moglichen
prazisen Protokolle vor, die ein gewissenhafter Protokol-

lant anfertigen konnte.

Fiir ein bestimmtes Ergebnis w € ) verwenden wir typi-

scherweise das Symbol
w ist ein typisches Ergebnis.

Fiir bestimmte Teilmengen
AcCQ

verwenden wir den Begrift Ereignis. Ereignisse sind also ,zu-
sammengesetzte” Ergebnisse; Ereignisse sind in einer Menge

zusammengefasste Ergebnisse.

ii.) Im Mittelpunkt der Wahrscheinlichkeitstheorie steht (na-
tiirlich) der Begriff der Wahrscheinlichkeit. Es sei A C Q) ein
Ereignis. Wir geben zwei denkbare Interpretationen der
Wahrscheinlichkeit P(A) von A an (vgl. z.B. Georgii (2015,
Seite 14)).
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e Frequentistische Interpretation: Wir stellen uns vor,
dass ein Experiment zu gleichen Bedingungen unendlich
oft wiederholt wird. Dann ist P(A) die relative Haufig-
keit (Frequenz) mit der das Ereignis A typischerweise

eintritt.

e Grad der Gewissheit: Die Wahrscheinlichkeit von A
ist der Grad der Gewissheit mit der A eintritt. Wenn
ich auf das Eintreten des Ereignisses A wetten wiirde,
dann wiirde ich mich dabei an dem Wert P(A) orien-

tieren.

c.) Fiir beide Interpretationen (sowie fiir andere Interpreta-
tionen) lassen sich gute Griinde bzw. passende Beispiele an-
geben, leider aber auch jeweils unpassende. Die Mathematik
(in engeren Sinn) funktioniert unabhéngig von der Interpre-
tation, so dass wir uns mit der Interpretation vorldufig nicht
beschiftigen miissen. Wir verwenden nédmlich den sogenann-
ten axiomatischen Ansatz, der die verniinftigen Regeln
fiir den Umgang mit Wahrscheinlichkeiten festlegt,
ohne eine Definition fiir Wahrscheinlichkeit anzugeben[!] Be-
zogen auf die Wahrscheinlichkeitstheorie geht dieses Vorge-

hen auf den Mathematiker Andrei Kolmogorow zuriick ]

Sie werden aber spater im Studium und insbesondere in der

'"Wahrscheinlichkeit ist dann ein sogenannter undefinierter Grundbegriff vergleich-
bar zu Punkt in der Geometrie.

2Quelle ...
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Statistik feststellen, dass die Interpretationen des Begriffs
der Wahrscheinlichkeit fiir die Entwicklung bzw. die Aus-
wahl mathematischer Modelle ausschlaggebend sein kann;
insbesondere fiir die Unterscheidung zwischen frequentisti-

scher und bayesiansicher Statistik.

1.1.2 Beispiel: Wir betrachten das Experiment, das dar-
in besteht, einen Wiirfel (mit sechs Seiten) zu werfen. Die

moglichen Ergebnisse erfassen wir durch
0 =1{1,2,3,4,5,6}.

Dabei erfasst w = 3 den Sachverhalt, dass der Wiirfel so liegt,
dass die Seite mit drei Augen oben liegt. Wir wihlen die Po-
tenzmenge P(€)) als Menge der Ereignisse. Das Ereignis
“eine gerade Zahl wurde gewtiirfelt” wird durch A = {2,4,6}
reprasentiert. Das Ereignis ,eine 1 oder eine 6 wurde ge-
wiirfelt, wird durch B = {1} U {6} = {1,6} représentiert.
Wir beobachten hier, dass es eine Entsprechung zwischen der
(normal-)sprachlichen Verwendung des Wortes ,oder und
der Verwendung der Verkniipfung U aus der Mengenlehre
gibt. Das Ereignis ,eine gerade Zahl und eine Zahl groker
als 2* wird also durch {4,6} = {2,4,6} N {3,4,5,6} repri-
sentiert. Die Verkniipfung M hat also ihre Entsprechung im
,und”. Das Ereignis ,eine gerade Zahl wurde nicht gewtirfelt®
wird durch {1,3,5} = {2,4,6}¢ reprisentiert. Das ,nicht"
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aus der Umgangssprache gehort also zum ¢ der Mengenlehre.

1.1.3 Bemerkung: Die im vorhergehenden Beispiel gefun-
denen Entsprechungen gelten allgemein. Zu den bekannten
Verkniipfungen von Aussagen gehoren ebenfalls bekannte Ver-

kniipfungen von Mengen (also Ereignissen).
e Wir haben die Paare:
— U gehort zum oder
— M gehort zum und

— ¢ gehort zum nicht

1.1.4 Beispiel: Angenommen Sie wiirfeln so lange, bis Sie
schliefslich eine 6 wiirfeln. Wir wollen davon ausgehen, dass
Sie unter Umstidnden unendlich Lange wiirfeln, also trotz an-
dauernder Versuche immer eine von 6 verschiedene Zahl wiir-
feln. Etwaige praktische Einwéinde gegen die Unmdglichkeit
oco—vieler Wiirfe diirfen wir als Mathematiker*innen igno-
rieren. Die Ergebnismenge ist dann 2 = {00, 1,2,3,...}. An
diesen Beispiel erkennen wir, dass wir auch Mengen () mit

unendlich vielen Elementen betrachten sollen.

1.1.5 Definition: 1.) Es sei © # ) eine Menge. Ein Teil-
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mengensystem F C P(£2) heift o-Algebra auf (2, falls:

i) Qe F.
ii.) A € F impliziert A°:=Q\ A € F.
iii.) A; € F,i € Nimpliziert | J;-, A; € F.
2.) Es sei Q # () eine Menge und F eine o-Algebra auf 2.

Dann heift das Paar (€2, F) messbarer Raum.

3.) Es sei (€2, F) ein messbarer Raum. Eine Abbildung
P:F—10,1]

heift Wahrscheinlichkeitsmafs auf (2, F), falls:

i.) P(Q2) = 1.

ii.) Fiir jede Folge A;,i € N von paarweise disjunkten
Ereignisse A; € F gilt

(B4) S

4.) Es sei (€2, F) ein messbarer Raum und P ein Wahrschein-
lichkeitsmaf auf (£2, F). Dann heiftt das Triple (€2, F,P) Wahr-

scheinlichkeitsraum.

» Wire (2 = (), dann einerseits P(()) = P(2) = 1. Anderer-
seits P()) =P wWdw...) =P0) +P(D) + .... Dann muss
also andererseits P(()) = 0 gelten. Die Voraussetzung §2 # ()
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ist also notwendig, um den Widerspruch 0 = 1 zu vermeiden.

1.1.6 Bemerkung: In der einfithrenden Bemerkung (|1.1.1

haben wir (nahezu) beildufig angemerkt, dass wir nur be-
stimmte Teilmengen von ) Ereignisse nennen. Wir wer-
den in der Tat nur die Elemente A € F einer o-Algebra F
als Ereignis bezeichnen. Datfiir gibt es zwei Griinde, von de-
nen wir den ersten erst spater — wenn wir etwas Malstheorie
besprochen haben — erldutern werden. Es gibt jedoch einen
elementaren Grund, warum wir nicht alle Teilmengen als Er-

eignisse auffassen.

Wir verwenden die o-Algebra F zur Erfassung des
Informationsstands?| (eventuell Zwischenstands)

des Beobachters des Experiments nach dem Ende

des Experiments. Fiir den Fall des Wiirfels: Die o- ¢
Algebra F = {0,{1,3,5},{2,4,6},Q} erfasst, dass
der Beobachter lediglich beobachtet, ob eine gerade Zahl oder

eine ungerade Zahl gewiirfelt wurde.

Um das zu veranschaulichen, betrachten wir den abgebilde-
ten abgeklebten Wiirfel erkliren[| Die ungeraden Zahlen
sind rot abgeklebt und die geraden Zahlen blau. Man kann

3Wir beachten dabei den Hinweis von Billingsley (1995, S. 57 ff), dass wir streng
zwischen mathematischen Aussagen und deren Interpretation unterscheiden miis-
sen.

*Diese Tllustration ist originir- :-).
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die Zahlen unter dem Klebeband erkennen, wir sollen /wollen
uns aber vorstellen, dass wir die Zahlen unter dem Klebe-
band nicht erkennen konnen. Wir wissen lediglich, dass sich
unter rot eine ungerade und unter blau eine gerade Augen-

zahl verbirgt.

Angenommen eine 3 wurde gewiirfelt. Der Beobachter sieht
rot. Der Beobachter mit der Teilinformation F weifl nicht,
ob eine 3, eine 1 bzw. eine 5 gewiirfelt wurde. Er weils, dass
A ={1,3,5} eingetreten ist. Die w € A sind alle rot abge-
klebt und nicht unterscheidbar.

1.1.7 Bemerkung: Die folgende Ubersicht fasst noch mal

die Begriffe zusammen

e ()ist die Menge der moglichen Ergebnisse (Proto-
kolle). Die Elemente von 2 werden mit w bezeichnet.
Ein w ist also ein mogliches Ergebnis (Protokoll).
Wenn man WT mit Blick auf die Anwendung in der
Statistik betreibt, dann nennt man {2 manchmal auch

den Stichprobenraum.

e Das Teilmengensystem JF der messbaren Mengen bildet
eine o-Algebra. Die Mengen A € F heifen Ereignis-
se; und nur diese Teilmengen A € F von () heiflen
Ereignisse. A ist also die Zusammenfassung von Ergeb-

nissen zu einer eine Menge.
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e Auf der Menge F definieren wir das Wahrscheinlich-
keitsmaly P. Der Definitionsbereich von P ist also F
und nicht €. Die Zielmenge von P ist [0, 1]. Also

P:F —[0,1].

Die charakteristischen Eigenschaften eines Wahrschein-

lichkeitsmales sind:
i.) P(Q) =1

ii.) P ist o-additiv.

1.2 Erste Regeln

1.2.1 Satz: Es sei (€, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.
Dann gilt:

1.) P(0) = 0.
2.) Fiir disjunktd] A, B € F gilt:

P(AWw B) = P(A) + P(B).

Disjunkt bedeutet, dass sich die Ereignisse ausschliefien. Also AN B =
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3.) Fiir alle A € F gilt

P(A%) = 1 — P(A).

4.) Fiir alle A, B € F mit A C B gilt:

P(B\ A) = P(B) — P(A).

5.) Fiir alle A, B € F gilt:

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B).

6.) Fiir alle A, B € F gilt:

P(A) = P(AN B) + P(AN B).

7.) Fir A, B € F mit A C B gilt
P(A) < P(B).

Beweis: Zu 1.) Es gilt P(0) = POwdw...) = > ° P(0).
Wire P()) = ¢ > 0, dann wiirde > .-, P(0) divergieren und
nicht gleich e. Nur fiir P(0) = 0 kann P(0) = > .2, P(0)
gelten.
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Zu?2.) Esgilt PLAUBU QU ...) = P(A)+P(B)+0+0+... =
P(A) +P(B).

Zu 3.) Es gilt AW A= Q. Also 1 =P(Q)) = P(AW A°) =
P(A) + P(A°).

Zu 4.) Es gilt Aw (B \ A) = B (beachte: A C B wird
genutzt!). Also P(B) =P(AW (B\ A)) =P(A)+P(B\ A).

Zu5.) Es gilt AUB = (A\(ANB))&(B\(ANB))¥(ANB))
. DIY

Zu6.) Esgilt A= ANQ = AN(BWB®) = (ANB)W(ANB°).
Also P(A) = P((ANB)W(ANB°)) =P(ANB)+P(AN B°).

1.2.2 Satz: Fiir jede Folge A; € F,7 € N von FEreignisse in
(2, F) gilt die Sub-o-Additivitat

P (U AZ») <) P(A).

1€N 1€N
1.3 Laplace

1.3.1 Definition: Ein (), 7, P) heift Laplace Experiment

oder Laplace Wahrscheinlichkeitsraum, falls:

i.) Q # () ist eine endliche Menge mit n Elementen.
ii.) F =P(Q).
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iii.) Fiir alle A € F ist

#(A)  #(A)  Anzahl der fiir A giinstigen Ergebnisse
#(92) no Anzahl aller Ergebnisse '

1.4 Bedingte Wahrscheinlichkeiten und
Unabhangigkeit

1.4.1 Definition: Es sei (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeits-
raum und A, B € F mit P(B) > 0. Dann heift

P(AN B)

P(AIB) = =55

die bedingte Wahrscheinlichkeit von A gegeben B.

1.4.2 Satz: Es sei B € F ein Ereignis mit P(B) > 0. Dann

1st die Funktion

pE . F — [0, 1]
| A~ P(4|B)

ein (weiteres) Wahrscheinlichkeitsmaf auf (€, F).

1.4.3 Definition: Es sei (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeits-
raum und A, B € F. A und B heifsen unabhéngig, falls

P(ANB) = P(AP(B).
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1.4.4 Satz: Es sei (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum
und A, B € F mit P(B) > 0. Dann gilt: A und B sind
genau dann unabhingig, wenn P(A|B) = P(A) gilt.

1.4.5 Bemerkung: Die Konzepte disjunkt bzw. unabhéngig
werden von Anfingern leider oft verwechselt. Dabei bedeu-
ten die Konzepte etwas grundséatzlich verschiedenes. Unab-
hangig bedeutet, dass wir die Wahrscheinlichkeitseinschét-
zung fiir A bei Eintreten von B nicht revidieren. Wenn A
und B disjunkt sind, dann revidiert man die Wahrscheinlich-
keitseinschitzung aber sehr wohl (jedenfalls typischerweise).
Wenn das Eintreten von B, das Eintreten von A ausschliefst,
so ist P(A|B) = P(AN B)/P(B) = P(0)/P(B) = 0. Wenn
also P(A) > 0ist, dann wird die Wahrscheinlichkeitseinschét-
zung radikal revidiert. Die Eigenschaft der Disjunktheit bzw.
des sich Ausschliefsens, stellt also eine extreme Form der
Abhangigkeit dar.

1.4.6 Satz: Es sei (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum
und A, B € F. Wenn A und B unabhéngig sind, dann sind
auch A und B¢ unabhéngig.

1.4.7 Definition: Es sei (€2, F,P) ein Wahrscheinlichkeits-

raum und [/ eine abzdhlbare Indexmenge. Eine Folge B; &€

F,i € I heilt Nullmengenlose abzahlbare Partition
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von (2, falls:

i.) Die Menge B; sind paarweise disjunkt.
ii.) Fiir alle ¢ € I gilt P(B;) > 0.
iii.) Es gilt

Q=4 B.

vel

1.4.8 Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit oder
Cocktailformel oder Fallunterscheidungsformel: Es sei
(€2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und B;,i € [ eine
Nullmengenlose abzahlbare Partition von 2. Dann gilt
fiir alle A € F

P(4) = >_P(A|B)P(B).

[Wie viel Vitamin C ist in B; und wie viel B; ist in A.]

1.4.9 Satz von Bayes: Es sei (€2, F,P) ein Wahrscheinlich-
keitsraum und B;, 7 € [ eine Nullmengenlose abzahlbare

Partition von §2. Dann gilt fir alle A € F mit P(A) > 0

_ P(A|By)P(B;)  P(A|B;)P(B;)
P = BABRB) P4

Fir 2 = B W B¢ erhalten wir insbesondere

P(A|B)P(B) P(A|B)P(B)

P(BIA) = P(A)  P(A|B)P(B) + P(A|BP(B¢)
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1.4.10 Definiton: Es sei [ eine nichtleere Indexmenge und

A; € F,i € I eine Familie von Ereignissen.

i.) Die Familie A; € F,i € I heifst unabhingig,

wenn fir alle endlichen J C [

P4 ] =]]PA,)).

JjeJ JjeJ

ii.) Die Ereignisse heifen paarweise unabhén-
gig, wenn fiir alle ¢, j € I,7 # j die Ereignisse A;
und A; unabhéngig sind.

1.4.11 Bemerkung: Fiir den Nachweis, dass A, B, C un-
abhangig sind, miissen die folgenden Gleichungen verifiziert

werden:

Fiir die Unabhéngigkeit ist weder P(ANBNC') = P(A)P(B)P(C)
noch die paarweise Unabhéngigkeit P(ANB) = P(A)P(B), P(BN
C)=P(B)P(C),P(ANC) =P(A)P(C) hinreichend.
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» Vgl. die entsprechenden Aufgaben » Fiir das Konzept der
bedingten Unabhangigkeit Vgl. Blitzstein und Hwang [4]

1.4.12 Satz (Multiplikationsformel): Es sei (€2, 7, P) ein
Wabhrscheinlichkeitsraum und Ay, As, ..., A, € F mit P(A; N
AsN...NA,1) > 0. Dann gilt

P(AiNAsN...NA,)
=P(A,|A1N..NA,_1)
P(A,—1|A1N...NA, o)

P(Ay|A))...
- P(Ay)

1.4.13 Satz (Unabhingige Kopplung / Produktexpe-
rimente, diskreter Fall, Krengel [24], S. 27f]): Gegeben
sind fiir n > 2

e n Experimente (O, P(),Py), ..., (2, P(2,), P,) mit

abzahlbaren nicht-leeren Mengen (;.

Auf diesen separaten Raumen konnen wir keine gemeinsa-
me Wahrscheinlichkeitsmodellierung betreiben. Wir wollen
einen gemeinsamen Raum fiir diese Experimente defi-
nieren, der deren unabhingige Durchfiihrung erfasst.

Man spricht von der unabhingigen Kopplung.
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Wir definieren
Q=0 X ... x €,
PH{w}) = HIP’ {w:i}), w=(wi,...,wn),
= Z]P’ W

weA

Dann ist (2, P(€2), P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, d.h. durch
die Vorgabe der Ereigniswahrscheinlichkeiten ergibt sich ein

Wahrscheinlichkeitsmal.

Fiir diesen Wahrscheinlichkeitsraum gilt dann

P(D{Ql X ..o X A X o x Q1)
_ ﬁIP’(Ql X .o X Ap XX §y)

oder mit der Notation (S fiir Streifen A;)
SA= Q) x .. x A X ... X0,

die Gleichung

n

P( (n] Sy =[] P(s)

1=1

Also: Die Wahrscheinlichkeit P((;_, S%4), dass im 1-ten Teil-

experiment A; und im 2-ten Teilexperiment in A, und ...,
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die n-ten Teilexperiment A,, eintritt, ist gleich dem Produkt
[T, P(A; im i-ten Teilexperiment) der Wahrscheinlichkeiten
P(A; im i-ten Teilexperiment). Da man dabei auch A; = €, ¢
J,J C {1,...,n} wahlen kann, sind die Teilereignisse () x
Oy X ... X A; X ... x ,, unabhéngig (im Wahrscheinlich-

keitsraum (€2, P(€2),P)) im Sinn der Definition ((1.4.10]). Diese
Beobachtung rechtfertigt (endgtiltig) die Bezeichnung unab-

hingige Kopplung fiir dieses Wahrscheinlichkeitsmodell.
In der Tat erhalt man nur so einen Wahrscheinlichkeitsraum,

so dass
o P(2; x Oy X ... X A; X ... x Q) =P;(A;) und

o () Xy x .. XA x..x(, bilden eine unabhéngige

Familie.

Der so definierte Wahrscheinlichkeitsraum (€2, P(2), P) heifst
Produktwahrscheinlichkeitsraum der Experimente (£2;, P(£2;), P;)

und beschreibt die unabhangige Kopplung der Experi-
mente (€2, P(€%), P;).

Die obigen Aussagen/Behauptungen werden im folgenden er-
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ldutert /belegt. Fir A; € €); ist

P(A; x Ag X ... X A,) = Z P({w})

weA X Agx...x Ay,

— Z Py({wi}) oo - Pu{wn})

wWEAI X Agx... xAp,

= Z Z Py({wi}) - o - Po({wn})

w1€AT  wnp€Ap

_ Z Pl({wl}) e Z Pn({wn})

w1 €A wn€An

Also

P(A; x Ay x .. x Ay) = [ [ Pi(As).

Diese Gleichung sieht so aus wie eine entsprechende Glei-
chung aus der Definition der Unabhéangigkeit. Aber Vor-
sicht: Auf der rechten Seite stehen die P; und auf der linken
Seite IP; anders als in der Definition fiir Unabhéngigkeit.
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Wir beobachten jetzt (so dass links und rechts P stehen wird):

n

P(m{Ql X ..o XA X .. xQ,})=P(A; x ... x A)

1=1

Also

IP)( W{Ql X . . X Qn})

:- Ple XQn
_[ )

Beachte, dass es IP(A4;) nicht definiert ist; deshalb die untiber-
sichtliche rechte Seite.

1.4.14 Satz (Konstruktion mehrstufiger Modelle / Be-

dingte Kopplung): Gegeben sind fiir n > 2
e 1 abzihlbare nicht-leere Ergebnismengen €2y, ..., {),.
e Fine Zahldichte Py auf €2;.

e Fiiralle k = 2,...,n und beliebige w; € Q;,1 =1, ..., k—
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1 seien (bedingte) Zahldichten wy, — Py (wi|wy, ..., wk—1)
auf () gegeben.

Wir definieren:

Q:le XQn,
IP)(CU) = Pl(wl) . PQ(WQ’CUl) Lt ]P’n(wn]wl, ...,wn_1>,
P(A) =) Plw).

weA

Dann ist (€2, P(£2),P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.

Dieser Wahrscheinlichkeitsraum heifft mehrstufige beding-
te Kopplung der Raume (Qg, P(%),Pr), k= 1,...,n.

(2, P(£2),P) ist der einzige Wahrscheinlichkeitsraum mit: i Worten

P({nl} X QQ X ... X Qn) = Pl(nl) und
P(2 x Qo x oo x {ni x oo x Q| {m} x Q2 x .o x QN
LN X Qe X i) X x ()

= Pj(?]j‘?h, PN 77j_1) falls
P{m} xQx ... xQnN N xQx.ox{n_1}x..x8,) >0

» Wir beachten, dass die Ergebnismengen fiir z.B. die zweite
Stufe fiir alle Ergebnisse auf der ersten Stufe gleich sind (ob-
wohl sich die Wahrscheinlichkeiten natiirlich &ndern konnen).
Das sieht nach einer merklichen Einschriankung der Allge-

meinheit aus. Wir werden in Beispielen sehen, dass dem nicht
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so ist (durch das Hinzufiigen von Ergebnissen mit Wahr-
scheinlichkeit Null).

1.5 Unendlich oft

1.5.1 Definition: Es sei ({2, F,P) ein Wahrscheinlichkeits-
raum und A; € F,7 € Nund A € F. Wir definieren den
von-unten-Limes A; 7 A, wenn fir alle1 € N A, C A;4

und A = |J,oyAi- Wir definieren den von-oben-Limes
A Ny A, wenn fiir allei € N A4; D Ajp und A = (), Ai-

In beiden Fillen schreiben wir dann A = lim A;, wenn die
Art des Limes (also \, bzw. ) aus dem Zusammenhang

eindeutig hervor geht.

1.5.2 Satz: Es sei (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum
und A; € F,i € Nund A € F. Dann gilt:

i.) A; /A impliziert P(A4;) — P(A) (also P(lim 4;) =
limP(A;)) (Stetigkeit von unten)
ii.) A; ¢ A impliziert P(4;) — P(A) (also P(lim A;) =
limP(A;)) (Stetigkeit von oben).

Beweis: Henze |19 S. 24].

1.5.3 Bemerkung: Die Stetigkeitseigenschaft ist keine

technische Randnotiz. Angenommen wir betrachten das
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Experiment des fortgesetzten fairen Wiirfelns. Wir interes-
sieren uns fiir das Ereignis, dass wir keine 6 wiirfeln. A; sei
das Ereignis, dass beim i-ten Wurf keine 6 gewiirfelt wird. Es
gilt natiirlich P(A;) = 5/6. Wir wollen auch annehmen, dass
die Ereignisse A; unabhéngig sind. Dann gilt n € N

P(A1NAN...NA,) = (g) :

Fiir n — oo konvergiert diese Wahrscheinlichkeit gegen Null.
Bedeutet das, dass die Wahrscheinlichkeit

P(A) =P (ﬂ AZ~> = IP("nie eine 67)
i=1

nie eine 6 zu wiirfeln, Null ist? Wegen der bewiesenen Stetig-

keit konnen wir uns davon tiberzeugen: Wir definieren B,, =

Nie; Ai, B =2, Ai- Es gilt B, D B4y und B =),y B:.

Es ist beruhigend, dass die unterstellten Eigenschaften eines
Wahrscheinlichkeitsmakes tatsichlich die Stetigkeit von Ma-

fen implizieren.

1.5.4 Satz (Stetigkeit und o-additiv): Es sei F eine
o—Algebra und P : F — [0, 1] eine Abbildung mit P(0)) =
0,P(Q) =1und P(AwWB) = P(A)+P(B), A, B € F disjunkt.


www.mathstat.de

Manfred Jager-Ambrozewicz www.mathstat.de

Dann gilt: P ist genau dann o—additiv, wenn P stetig ist.

Beweis: .....

1.5.5 Definition: Es sei (€2, F,P) ein Wahrscheinlichkeits-

raum und A; € F,i € N. Dann definieren wir:

limsup A; := ) (] Ar = {w] fiir unendlich viele i gilt w € A;}

n=1k=n

= ,unendlich viele der Ereignisse A; treten ein”

=: oo-oft Az

liminf A; := U ﬂ Ay, = {w| fiir alle bis auf endlich viele 7 ist w € A;}

n=1k=n

= ,alle bis auf endlich viele der Ereignisse A; treten ein”

—=: schlieflich alle A;

1.5.6 Satz (Erstes Lemma von Borel & Cantelli): Wenn
> 2 P(A;) konvergiert, dann P(limsup 4;) = 0. M.a.W: Wenn
> = P(A;) konvergiert, dann ist die Wahrscheinlichkeit, dass

unendlich viele A; eintreten, Null.
Beweis: Vgl. Henze [19] S. 64].
1.5.7 Satz (Zweites Lemma von Borel & Cantelli):

Wenn A; eine unabhangige Folge von Ereignisse ist und

> 2 P(A;) divergiert, dann P(lim sup 4;) = 1. M.a.W: Wenn
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fiir unabhéngige A; die Reihe Y P(A;) divergiert, dann
ist die Wahrscheinlichkeit, dass unendlich viele A; eintreten,

Eins.

Beweis: Vgl. Henze [19, S. 64].

1.5.8 Satz (Ein einfaches 0-1 Gesetz): Wenn A; eine un-
abhéngige Folge von Ereignisse ist, dann gilt P(limsup A;) =
1 oder P(limsup 4;) = 0.

1.6 Wetten und Odds

1.6.1 Definition: Bei einer Wette auf das Ergebnis w* mit

odds = « und einem Wetteinsatz von 1 ist der Gewinn

a—1, falls w = w*
X pu—
—1, sonst

Die Wahrscheinlichkeit p,+. so dass

Por(o = 1)+ (1= pu)(~1) = 0
& pra—1=0

. 1
E P =—
«
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heifst implizite Wahrscheinlichkeit von w*. Das ist die

theoretische Wahrscheinlichkeit, so dass odds = « fair ist.

1.6.2 Proposition: Wir betrachten eine Wette mit odds =

a. Es sel p = P({w*}). Der erwartete Gewinn ist

EX)=pla-1)+(1-p)(-1)=..=

Der erwartete Gewinn ist genau dann Null, wenn p = p,» = +

1st.

1.6.3 Proposition: Wenn man p,, fiir alle w bestimmt, dann

ist typischerweise > p, > 1.

Dann definieren wir

G = =
¢ prw

Diese Wahrscheinlichkeiten fassen wir als Wahrscheinlichkeitseinschat-

zung der Wettanbieter auf. ......

1.7 Exkurs Kombinatrik

Meine Favoriten zum Thema Kombinatorik sind Mazur [28§]
und Biggs [3].


www.mathstat.de

Manfred Jager-Ambrozewicz www.mathstat.de

1.7.1 Bemerkung: Insbesondere fiir die Analyse von La-
place Experimenten bendtigt man Ergebnisse aus der Kom-

binatorik. Wir betrachten die folgenden Regeln:

1. Die Anzahl der Moglichkeiten n unterschiedliche Ob-

jekte anzuordnen ist n!. Hier bezeichnet
nl=n-(n—1)-...-2-1
n Fakultat.

Fiir den ersten Platz gibt es n Mdglichkeiten. Wenn der
erste Platz bestimmt ist, dann gibt es fiir den zweiten

Platz (n — 1) Moglichkeiten .....

2. Wir betrachten wieder die Anzahl der Moglichkeiten
n Objekten anzuorden. Allerdings konnen wir bei den
Anordnungen n; Objekte der ersten Art, ny Objekte
der zweiten Art, ..., ng Objekte der k-ten Art nicht
unterscheiden. Die Anzahl derartiger unterscheidbarer

. | .
Anordnungen ist ——7——; der Koeffizient
nilng!-...ony!

( n ) n!
ny,....,nx/)  ningl..ng!

heift Multinomialkoeffizient. Beachte, dass S, nj, =

n gilt.

Angenommen wir haben 4 rote Kugel, 3 griine Kugel
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und 2 blaue Kugeln. Zunéchst stellen wir uns vor, dass
wir die Kugel markieren, so dass wir die roten Kugel,
die griinen Kugel und die blauen Kugel doch unter-
scheiden konnen. Wir haben also 9 unterscheidbare Ku-
geln. Wir wissen schon, dass es 9! mogliche Anordnun-
gen gibt. Angenommen wir haben die Kugeln in einer
konkreten Reihenfolge angeordnet. Wenn wir jetzt die
roten Kugeln untereinander neu anordnen, dann erhal-
ten wir bei nicht unterscheidbaren Kugeln keine neue
Anordnung. Wir miissen fiir diese Zuviel-Zahlung korri-

gieren. Das geschieht indem man durch 4!3!12! dividiert.

Fiir den Multinomialkoeffizienten gibt es eine weitere
Interpretation. Wir wollen n Bille farben und ha-
ben K Farben. Dann ist (n " K) die Anzahl der Mog-
lichkeiten n Kugeln so zu farben, dass ny die Farbe 1,
..., ni die Farbe K bekommen. Noch eine sehr dhnliche
Interpretation: Es gibt K (unterscheidbare) Behélter
auf die n Bille verteilt werden sollen; vgl. Mazur [28|
Seite 142] oder Biggs [3, Chapter 12] [

Warum ist das so? Wir stellen uns vor, dass die Be-
halter die Farbe fliissig enthalten und nebeneinander

aufgereiht sind. Wir stellen uns auch vor, dass die Ku-

Wenn die Behilter nicht unterschieden werden konnen, dann erhilt man Parti-
tionen (in Mengen/Teams). Hier besteht eine Verwechselungsgefahr; vgl. Mazur
[28, 145] oder Biggs [3, Chapter 12].
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gel nummeriert sind. Wir legen jetzt die Kugeln so vor
den Behéaltern abm dass n; vor dem ersten Behélter lie-
gen, ny vor dem zweiten Behélter liegen, ... . Es gibt fiir
die Anordnung n! Mdoglichkeiten. Bezogen auf die Fér-
bung bzw. Verteilung der Kugel im ersten bzw. in den
Behélter, kommt es aber nicht auf die Anordnung der
ny Kugeln vor dem ersten Behélter an. Analog fiir die
Kugeln vor den anderen Behéltern. Wir miissen dem-
nahc wieder korrigieren und erreichen das, in dem wir

durch nilns! - ... - ng! dividieren.

3. Partitionen mit Vorgaben. Wenn die Behélter nicht
unterschieden werden konnen, dann erhilt man Parti-
tionen (in Mengen/Teams). Hier besteht eine Verwech-
selungsgefahr; vgl. Mazur |28, 145] oder Biggs |3, Chap-
ter 12].

(o)
ni,...,Ng

Pl py!

Dabei bezeichnet p; die Anzahl der Teams mit einer

Kugel, po die Anzahl der Teams mit zwei Kugeln, ... .

Warum ist das so? Warum muss man durch p{!- ... - p,!
dividieren? Dazu stellen wir uns vor, dass die Behélter
vorab so sortiert sind, dass n; < ny < ... < ng gilt. Zu-
erst kommen die p; Behélter, die nur einen Ball erhalten

sollen. Dann die py Behalter, die zwei Bille enthalten
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sollen, ... . Dann ordnen wir die Balle vor den Behél-
tern wie eben an. Wenn man die Behélter unterscheiden

kann, dann erhalten wir <n1 " ) mogliche Anordnun-

gen, so dass der erste Behalter nq, der zweite ny Bille
.. enthalt. Jetzt konnen wir fiir alle 5 die Anordnung

Blocke mit p; Balle andern und erhalten eine gleichar-

tige Partition! Es gibt pi!- ... - p,! Anordnungen solche
Umordnungen.
Es gilt

(nl,.??,nK) e n'

pl ! H?Zl(j!)pjpj!

Diese Zahl gibt an, wie viele Partitionen/Team-Einteilungen
von n Spielern es gibt, so dass es p; Team mit j Spielern

gibt.

1.7.2 Bemerkung (Objekte /Subjekte ziehen): Wir zie-
hen k& Objekte/Subjekte aus einer Gesamtheit von n
Objekten /Subjekten. Wir miissen dann beachten, ob die
gezogen Objekte zuriick gelegt werden oder nicht. Und wir
miissen beachten, ob die Reihenfolge fiir das Zahlen relevant

i1st oder nicht.

1. Es gibt n* geordnete Stichproben mit Zuriickle-
gen der Grofke k aus einer Grundgesamtheit von n Ob-

jekten.
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2. Esgibt (n); == n(n—1)(n—2)-...-(n—k+1) = (n%'k), ge-
ordnete Stichproben ohne Zuriicklegen der Gro-
e k aus einer Grundgesamtheit von n Objekten. Man

nennt

== 1) = k) =

fallende Faktorielle.

3. Es gibt (Z) ungeordnete Stichproben ohne Zuriick-
legen der Groke k£ aus einer Grundgesamtheit von n

Objekten. Man nennt

(1) = w5

Binomialkoeffizienten.

4. Es gibt (”J“g_l) ungeordnete Stichproben mit Zu-

riicklegen der Grofe £ aus einer Grundgesamtheit von

n Objekten. Man nennt

(-0

Multimengenkoeffizient.

Die Stichprobenmodelle sind zum Vergleich noch mal in der

folgenden Tabelle angegeben.
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mit Wiederholung | ohne Wiederholung

geordnet

nﬁ

ungeordnet

n—i—k—l)

|
/N
o

() -

1.7.3 Bemerkung (Objekte/Subjekte verteilen): Es gibt

noch eine anderd’| Interpretation fiir die Formeln in der vorge-

henden Tabelle: Verteilung von £ Béllen auf n Behalter.

Manchmal ist diese Auslegung praktischer. Wegen der Ver-

wechslungsgefahr wahle ich Balle, die auf Behalter verteilt

werden und Kugeln, die gezogen werden. Es ist in der Tat

auch anschaulich, sich die Behélter als Farbtopfe vorzustel-

len. Die Verwechslungsgefahr besteht inshesondere beziiglich

n und k. k ist die Anzahl der Objekte/Subjekte mit denen

etwas gemacht wird (verteilt bzw. gezogen).

Bei dieser Interpretation werden k Balle auf n Behélter ver-

teilt. Die Behalter sind in allen vier Varianten unterscheidbar

— 7z.B. farblich oder durch Nummern. Die Béille u.U. nicht.

mit Mehrfachbelegung

ohne Mehrfachbeleg.

unterschiedliche Kugeln

nk

nicht-unterscheidbare Kugeln

(%)

"Die wir teilweise in der vorhergehenden Bemerkung betrachtet haben.
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1.7.4 Bemerkung (Ziehen und Verteilen): Wir bespre-
chen kurz den Zusammenhang der beiden Perspekti-
ven. Die Bille seien nummeriert (also unterscheidbar) und
entsprechend seien auch die Kugeln nummeriert. Die Bijekti-
on zwischen Ziehung und Verteilung ist dann die folgenden:
Wenn wir zuerst die Kugel mit der Nummer [ ziehen, dann

legen wir den Ball mit der Nummer 1 in den [-ten Behalter.

Also:

zufillig Kugel [ bei Zug 1 <> Ball 1 in zufillig Behélter [
zufillig Kugel m bei Zug 2 < Ball 2 in zufillig Behilter m

Eselsbriicke fiir den Ubergang von Ziehungen auf Belegun-
gen: Man zieht die Behélter fiir die nummerierten bzw. nicht-

nummerierten Balle.

Beispiele: i.) Die folgende Abbildung zeigt eine Verteilung
von 3 verschiedenen Billen auf 4 Behélter, wobei in jeden
Behilter maximal ein Ball liegt. Die Balle sind nummeriert
also unterschiedlich. Die Behélter sind ebenfalls unterschied-
lich. Gemifs der Tabelle gibt es (4)3 = 4 -3 -2 = 24 solche
Verteilungen. Warum? DIY!
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ii.) Die folgende Abbildung zeigt eine Verteilung von 3 ver-
schiedenen Béllen auf 4 Behalter, wobei im ersten Behalter
2 Kugeln liegen. Geméif der Tabelle gibt es 4% = 64 solche
Verteilungen. Warum? DIY!

9L

1 2 3 4

iii.) Die folgende Abbildung zeigt eine Verteilung von 3 nicht-
unterscheidbaren Béllen (nicht-unterscheidbar, da nicht num-

meriert) auf 4 Behélter, wobei im ersten Behélter 2 Bille lie-

gen. Gemals der Tabelle gibt es ((g)) = (4+§_1) = (g) = 20

solche Verteilungen. Warum? DIY!

S

1 2 3 4

iv.) Die folgende Abbildung zeigt eine Verteilung von 3 nicht-
unterscheidbaren Béllen (nicht-unterscheidbar, da nicht num-
meriert) auf 4 Behélter, wobei in jedem Behélter nur maximal
ein Ball liegt. Gemék der Tabelle gibt es (;l) = (;l) = 4 solche
Verteilungen. Warum? DIY!!
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2 Diskrete Modelle

2.1 Allgemeines

Die im Folgenden erlduterten Modelle werden in vielen Quel-
len diskutiert. Wir verwenden Goergii [13|, Henze [19], Tappe
[36] und Dobrow und Wagamann [40]

2.1.1 Definition: Ein Wahrscheinlichkeitsmals P heilst dis-
krete Verteilung oder diskretes Wahrscheinlichkeits-
maf auf (Q, F), falls

i.) €2 eine nicht-leere abzidhlbare Menge und

i) F = P(Q) ist.

P.S. Abzahlbar bedeutet endlich oder abzahlbar unendlich.

2.1.2 Definition: Es sei € eine nicht-leere abzahlbare Men-
ge und p; € [0, 1], 5 € 2 seien reelle Zahlen im Intervall [0, 1]
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mit
> =1
jeQ
Dann heift (p;);cq Zahldichte oder Wahrscheinlichkeits-

funktion.

Eine Z&hldichte/Wahrscheinlichkeitsfunktion ist (noch) kein
Wahrscheinlichkeitsmak! Insbesondere stimmen die Defini-
tionsbereiche nicht iiberein. Die Wahrscheinlichkeitsfunkti-
on liefert nur Wahrscheinlichkeiten fiir die Ergebnisse; das
Wahrscheinlichkeitsmak fiir alle Ereignisse. Aber aus einer
Wahrscheinlichkeitsfunktion ergibt sich — wie der folgende
Satz zeigt — ein Wahrscheinlichkeitsmafs.

2.1.3 Satz: Es sei () eine nicht-leere abziahlbare Menge und
(pr)keq eine Zéhldichte auf (€2,P(€2)). Dann gibt es genau
ein diskretes Wahrscheinlichkeitsmaf P auf (Q,P(€2)) mit

P({wr}) = pi k € Q.

Fiir dieses Wahrscheinlichkeitsmaf gilt
A PA) =D p, AP
wkEA

Wir nennen P das durch die Zahldichte (pi)req definierte
Wahrscheinlichkeitsmal.
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2.1.4 Definition: Es sei (€2, F,P) ein Wahrscheinlichkeits-
raum (nicht notwendigerweise diskret) und X : 2 — R eine
Abbildung. X heilt diskrete Zufallsvariable, falls:

i.) Bild(X) = X(Q2) = {X(w)|w € 2} ist abzihl-
bar. X (£2) heifst Bild von X.
ii.) Fiir alle A ¢ X(Q) ist X }(A) € F,dh. X

ist messbar.

2.1.5 Definition: Es sei (€2, F,P) ein Wahrscheinlichkeits-
raum und X : 2 — R eine diskrete Zufallsvariable. Dann
heiflt

py . ) PXE) =01
| A= P(X e A) =P(X(A)

die Verteilung von X. Dabei ist P* (A) =P(X € A) =
P{w € QX (w) € A}) = P(X1(A)) die Wahrscheinlichkeit

das X einen Wert in der Menge A annimmt.

2.1.6 Bemerkung: Wir wollen PX(A) = P(X € A) =
P(X!(A)) berechnen kénnen. Das geht aber nur, wenn X ~1(A) €
F gilt, denn nur fiir Mengen in F ist [P definiert. Aus diesen

Grund fordern wir bei Zufallsvariablen die Messbarkeit.

2.1.7 Satz: Es sei (€2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum
und X : 2 — R eine diskrete Zufallsvariable mit Vertei-
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lung PX. Dann ist P* ein diskretes Wahrscheinlichkeitsmaf

auf (X (Q), P(X(Q)).

2.1.8 Definition: Es sei (€2, F,P) ein Wahrscheinlichkeits-
raum und X : 2 — R eine diskrete Zufallsvariable mit Ver-

teilung P*. Wir schreiben dann

X ~ P,

2.1.9 Definition: Es sei (€2, F,P) ein Wahrscheinlichkeits-
raum und X : 2 — R eine diskrete Zufallsvariable mit Ver-
teilung PX. Es sei ferner p(z) = PX({z}),z € Bild(X) die

Zahldichte fiir PX. Dann definieren wir

= > p

xeBild(X

falls die Reihe — so es eine ist — absolut konvergiert. Wir sagen

dann, dass der Erwartungswert von X existiert.

2.1.10 Satz (Gesetz des unbewussten Statistikers): Es
gilt:

= > p

zeBild(X)

Beweis: Vgl. Grimmett und Stirzaker |15, Seite 228|. Wir
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setzen Y = g(X) und beobachten

2.1.11 Satz: Es gilt:

i.) E(aX +bY) = aE(X) 4 bE(Y). Der Erwartungswert

ist ein linearer Operator.

ii.) X <Y = E(X) <E(Y). Der Erwartungswert ist ein

monotoner Operator.

Beweis: Vgl. Grimmett und Stirzaker [14] Seite 55].

2.1.12 Definition: Es sei (§2, F,P) ein Wahrscheinlichkeits-

raum und X : €2 — R eine diskrete Zufallsvariable, so dass
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der Erwartungswerte von X und von (X — E(X))? existiert.

Dann definieren wir
V(X) =0 = E((X — E(X))?)

V(X) heift die Varianz der Zufallsvariable X. Wir sagen,
dass die Varianz von X existiert. ox = /V(X) heifst die

Standardabweichung von X.

2.1.13 Satz: Es sei (€2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum
und X : 2 — R eine diskrete Zufallsvariable, so dass der

Erwartungswerte von X und von (X —E(X))? existiert. Dann

» Der Erwartungswert und die Varianz sind sehr wichtige
Konzepte mit vielen schonen Eigenschaften, die wir genauer
untersuchen, wenn wir den geeigneten allgemeinen Integra-
tionsbegriff eingefiihrt haben. Die Eigenschaften kann man

auch direkt analysieren, das ist jedoch miihsamer.

2.1.14 Bemerkung: Auf der Formelsammlung sind die Er-
wartungswerte und die Varianzen fiir die diskreten Standard-

modelle angegeben.
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2.2 Dirac und Laplace

2.2.1 Definition: Es sei €2 eine nicht-leere abzahlbare Men-
ge und k£* € ). Dann ist

1 fir &k = k*
Pr =

0 sonst

eine Zahldichte. Das durch diese Zahldichte definierte diskre-
te Wahrscheinlichkeitsmalk heifft das im Punkt k* konzen-

trierte Dirac-Wahrscheinlichkeitsmais.

2.2.2 Definition: Es sei () eine endliche Menge mit n € N
Elementen. Dann ist p, = %,k = 1,...,n eine Zihldichte.
Das durch diese Zahldichte definierte diskrete Wahrschein-
lichkeitsmak heikt Laplace-Wahrscheinlichkeitsmalf und
(£2,P(£2),P) ein Laplace-Experiment.

Ein Experiment (€, F,P) heift also Laplace Experiment

oder Laplace Wahrscheinlichkeitsraum, falls:

i.) Q # () ist eine endliche Menge mit n € N Elementen.
ii.) F =P(Q).
iii.) Fiir alle A € F ist

#(A)  #(A)  Anzahl der fiir A giinstigen Ergebnisse
#(2) no Anzahl aller Ergebnisse '
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2.3 Bernoulli, Binomial und Multinominal

2.3.1 Definition: Es sei 2 = {o,0} und p € (0,1). Dann
ist p(o) = p,p(d) = 1 — p eine Zéhldichte. Das durch diese
Zihldichte definierte diskrete Wahrscheinlichkeitsmafs heifst
Bernoulli-Wahrscheinlichkeitsmafs mit Erfolgswahrschein-
lichkeit p. Man nennt (§2, F, P) ein Bernoulli-Experiment.
Das Ergebnis o nennt man “Erfolg” und das Ergebnis O

“Misserfolg”. p wird Erfolgswahrscheinlichkeit genannt.

Anstatt 2 = {o, O} wird typischerweise Q) = {1,0} verwen-
det, wobei 1 fiir Erfolg steht. In der Finanzmathematik wird
regelmafig Q2 = {1, —1}, wobei 1 wieder fiir Erfolg steht.

2.3.2 Definition und Satz: Essei Q = {0,1,2,.....,n} und
p € (0,1). Dann ist

P = (Z)p’“ (1—p)*

eine Zahldichte. Das durch diese Zahldichte definierte diskre-
te Wahrscheinlichkeitsmaf heifst Binomialverteilung mit

Erfolgswahrscheinlichkeit p und n Wiederholungen.

Fiir den Beweis von > " | p; = 1 bendtigt man den Binomi-
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schen Lehrsatz:

(a+b)" = Z <Z) aFph

k=0

und eine magische Null 1 =1 —p+ p.

2.3.3 Bemerkung: Die Binominalverteilung hat extrem vie-
le Anwendungen. Man stellt sich dabei die unabhangige n-
fache Wiederholung eines Bernoulli-Experiments vor. p;. ist
dann die Wahrscheinlichkeit bei n unabhéngigen Wiederho-
lungen genau k£ Erfolge und n — & Misserfolge zu beob-

achten.

2.3.4 Satz (Additionsgesetz fiir die Binomial-Verteilung):
Wenn X eine Binomial-Verteilung mit m Wiederholungen
und Erfolgswahrscheinlichkeit p und Y eine Binomial-Verteilung
mit n Wiederholungen und Erfolgswahrscheinlichkeit p hat,
dann hat X + Y eine Binomial Verteilung mit m + n Wie-
derholungen und Erfolgswahrscheinlichkeit p.

Beweis: Vgl. Henze [19, S. 94].

2.3.5 Definition und Satz: Es sei Q2 = {(ny,ng,...,ng) €
NE | Z]K:l n; =n}undp; € (0,1),7=1,.., K, wobei Zf;pi =
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1 gilt. Dann ist

n

p((n1,ng, ..., ng)) = (

n1 12 nKg
)p]_ ‘p2 * e 'pK
ny, N2, ...,Ng

eine Zahldichte. Das durch diese Zahldichte definierte diskre-

te Wahrscheinlichkeitsmalfs heifst Multinomialverteilung.

Fiir den Nachweis, dass sich die Wahrscheinlichkeiten zu Eins
addieren, benotigt man die Verallgemeinerung des Binomi-

schen Lehrsatzes fiir Multinomialkoeffizienten (vgl. Mazur
28, S. 143)).

2.3.6 Bemerkung: Die Multinomialverteilung ist eine Ver-
allgemeinerung der Binomialverteilung. Hier wird ein Experi-
ment mit A moglichen Ergebnissen n-mal unabhangig
wiederholt. Bei jeder Wiederholung ist die Wahrscheinlich-
keit, das Ergebnis ¢ € {1,..., K} zu erhalten, gleich p;. Der
Multinomialkoeffizient tritt an die Stelle des Binomialkoeffi-

zienten.

p((n1,ne, ..., ng)) ist dann die Wahrscheinlichkeit n; mal das
Ergebnis 1, ny mal das Ergebnis 2, ... und ng das Ergebnis
K zu erhalten.

Die Multinomialverteilung kann man beispielsweise auf die
zuféllige Verteilung von n Teilchen auf K Zustidnde anwen-

den; oder auf die zufillige Farbung von n Bille in K Farben.
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Fiir jeden Ball ist dabei die Wahrscheinlichkeit, in der ¢-ten
Farbe geférbt zu werden, gleich p;. p((n1,ns, ...,nx)) erfasst
dabei nicht, welche der Balle wie gefarbt werden, sondern nur

wie viele Balle wie gefarbt sind: nq Balle in der Farbe 1, ns
in der Farbe 2 ...

Wir kénnen uns hier auch folgendes Ziehungsmodell vor-
stellen: In einer Urne liegen verschieden farbige Kugeln; K
verschiedene Farben. p; bezeichnet den Anteil der i-farbigen

Kugeln. Wir ziehen n Kugeln mit zuriicklegen.

2.4 Hypergeometrisch

2.4.1 Satz und Definition: Es seien N, M,k € N mit
M < Nund k£ < N und 2 = {0,1,...,k}. Dann ist p; =
o=y

—(Nk;_l ) eine Zahldichte. Das durch diese Zahldichte defi-
k

nierte diskrete Wahrscheinlichkeitsmaf heift hypergeome-
trische Verteilung mit Parametern N, M, k.

2.4.2 Bemerkung: Die hypergeometrische Verteilung wird
fiir die Modellierung des gleichzeitigen /ungeordneten Zie-
hens ohne Zuriicklegen von k£ Kugeln aus einer Urne mit
N Kugel, von denen M Kugel griin bzw. N — M blau sind,
verwendet. p; ist dann die Wahrscheinlichkeit [ griine

Kugeln zu ziehen.
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Wir wollen nachrechnen, dass sich die genannte Wahr-
scheinlichkeiten ergibt, wenn man die Kugeln nachein-
ander zunachst geordnet ohne Zuriicklegen zieht und
dann die Reihenfolge ignoriert. Es gibt (N); mogliche geord-
nete Ziehungen von k£ Kugel aus einer Urne mit N Kugeln.
Das erklart den Nenner in der folgenden abgesetzten Glei-
chung. Wir betrachten dann die Anzahl der Moglichkeiten [
der M griinen Kugel bzw. k£ —1[ der N — M blauen Kugel zu
ziehen; wobei wir die Reihenfolge /Nummer zunéchst ignorie-

ren. Fiir solche Auswahlen gibt es (]‘f ) (]\;{__]y ) Moglichkeiten.
Fiir jede dieser Auswahlen gibt es k! Anordnungsmdoglichkei-

ten.
Jetzt setzen wir alles zusammen und beobachten schlieflich

GO K DO O
(V) R ()

2.5 Belegungsmodelle, Maxwell-Boltzmann,

Bose-Einstein, Fermi-Dirac

2.5.1 Bemerkung: Niitzlich ist die hypergeometrische Ver-
teilung z.B. in der Qualititskontrolle. Ein Produzent er-
hélt eine Lieferung von 10000 Bauteilen und will die Qualitat
priifen. Es ist zu teuer alle Bauteile zu tiberpriifen. Man ent-

nimmt eine Stichprobe von z.B. 30 Bauteilen und priift diese.
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Die Situation gleicht dann offenbar der Entnahme von Kugel

(die jeweils eine von zwei Farben haben) aus einer Schale.

2.5.2 Bemerkung (Belegungsmodelle): Belegungsmodel
le modellieren die Verteilung von Kugeln auf Behiilter]
Zwei Aspekte muss man beachten: Beobachtungstiefe und

Restriktionen.

Die mogliche Verringerung der Beobachtungstiefe bei
Belegungen besteht darin, dass/ob man die Nummern auf
den Kugeln ignoriert. Die Nummern auf den Kugeln werden
unsichtbar. Relevant ist nicht, welche Kugeln in den Behél-
tern liegen, sondern wie viele. Die mdgliche Restriktion ist
gegebenenfalls, dass maximal eine Kugel in einem Behélter

liegen darf.

Bei maximaler Beobachtungstiefe und ohne Restrikti-
on ist die Ergebnismenge die Menge der n-Tupel mit Eintra-
gen aus {1, ..., K'}. n Kugeln werden auf die Behélter verteilt.
K ist die Anzahl Behilter/Farben und n die Anzahl der Ku-
geln. Das Ergebnis wird als n-Tupel (x1, ..., z,,) protokolliert.
Dabei bezeigt z; = k den Behalter k in den die Kugel 7 gelegt.

Q) = {(561, ,SIZn)‘CL’Z c {1, ,K},Z =1, ,n}

!Die Behilter sind in dieser Bemerkung stets unterscheidbar, also mit Nummern
oder Farben versehen.
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und alle Ergebnisse haben die Wahrscheinlichkeit (jedenfalls

ist das eine natirliche/denkbare Voraussetzung)

Pu({(21, s 70)}) = (i> L
K K"

Wir stellen uns jetzt vor, dass die Nummern auf den Kugeln
verschwinden. Das Experiment soll dabei unveriandert
bleiben. Es soll sich nur die Beobachtbarkeit andern.
Bestimmte Ergebnisse, die wir bei genauer Beobachtungstie-
fe unterscheiden (beobachten) kénnen, sind dann nicht mehr
unterscheidbar und werden zu einen neuen Ergebnis zusam-
mengelegt. Durch den Ubergang von nummeriert zu nicht-
nummeriert werden bestimmte Elemente sozusagen identifi-
ziert. Aus nummerierten Belegungen werden nicht-nummerierte
Belegungen. Angenommen wir betrachten 5 Kugeln und 7
Behalter. Die Ergebnisse (2,2, 2,2,3),(2,2,2,3,2),(2,2,3,2,2),
(2,3,2,2,2)und (3,2,2,2,2) beispielsweise werden zu (2, 2,2, 2, 3) ]
Bei verringerter Beobachtungstiefe beobachten wir, dass eine
Kugel im dritten Behélter liegt und vier Kugeln im zweiten
Behalter. Wir beobachten jedoch nicht, welche Kugel in den
zweiten Behélter gelegt wird. Die anderen Behélter sind leer.
Bei genauer Beobachtungstiefe konnen wir z.B. (2,2,2,2,3)
und (2,2, 2,3, 2) unterscheiden kénnen. Bei (2,2,2,2,3) liegt
die Kugel 5 im Behilter 3; bei (2,2,2,3,2) die Kugel 4 im

Behélter 3. Die Anzahl der Ergebnisse, die jeweils zusam-

*Wir verwenden (,) fiir Multimengen.
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mengelegt werden entspricht dem Multinomialkoeffizienten:

(0’4717070,070) = > = 9. Die Zahl der Ergebnisse, die zu-

sammengelegt werden, variiert: Das Ergebnis (2,2, 2,2, 2) er-

gibt sich genau aus einem Ergebnis (2,2, 2,2,2). Das Ergeb-
nis (2, 2,2, 2, 3) ergibt sich aus finf: (2,2,2,2,3),(2,2,2,3,2),
(2,2,3,2,2),(2,3,2,2,2) und (3,2,2,2,2). Wie viele Ergeb-
nisse zusammengelegt werden, wird durch den Multinomial-

koeffizienten angegeben.

Durch dieses Zusammenlegen erhalten wir dementsprechend
auf der Menge der Multimengen €y = {(x1,...,x,) |z; €
{1,..., K}} einef| Multinomialverteilung.

5 1\’

wobel
O = { (21, o) [ € {1, K},

Es gilt [Cy] = <(§)), ()4 hat (([Tf)) = (K+§_1) Elemente.

In der Physik kennt man diese Verteilung auch als Maxwell-
Boltzmann-Statistikl| (siehe z.B. Feller [10, S. 39, 41f]).

Wir erhalten die Konsistenz zur geordneten Ziehung mit Zu-

SWir haben vorne schon Multinomialverteilungen allgemein betrachtet. Hier ist
pi=1/Kfiri=1,.. K.
*Mathematiker withlen nicht den Begriff Statistik.
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riicklegen aus der Formel (vgl. Mazur 28] S. 143]) aus

K'= Y (tbn )

e i

wobei die Summe iiber alle (ty,....,t5) mit t + ... + tx = n
lauft.

Auf Q4 wird durch die Multinomialverteilung (durch das Zu-
sammenlegung) kein Laplace Experiment definiert, son-
dern ein sogenanntes Maxwell-Boltzmann-Experiment.

Wenn man allen n-Multimengen die Wahrscheinlichkeit

1

((5)

zuweist, dann ergibt sich ein Laplace-Experiment auf ().

Die Verteilung wird in diesem Zusammenhang auch Bose-

Einstein-Statistik genannt (siehe z.B. Feller [10], S. 41f]).

Wir erhalten ein weiteres Belegungsmodell, wenn wir Mehr-
fachbelegungen ausschlieflsen. Dann erhalten wir ein Laplace-
Experiment auf den n-Tupeln )y C ()1 mit paarweise un-

terschiedlichen Eintragen

QQ = {(Z’l, ,CEn> ’33'@ - {1, ...,K},%i 7é LL"]',’I: 7é j}
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mit Wahrscheinlichkeiten (fiir alle Ergebnisse gleich)

Py({(z1, . 2)}) = (;)n.

Wenn wir dabei auch noch die Nummern nicht beobach-
ten/beachten, dann betrachten wir auf der Menge der n-

Mengen

Qs ={{z1,...,xn} |z e {1, . K}, z; #x;,1 # 7}

die Wahrscheinlichkeiten (fiir alle Ergebnisse gleich)

Py({21, e, 20}) = o

(w)

Diese Verteilung wird in der Physik Fermi-Dirac-Statistik
genannt; vgl. Feller [10, S. 41| und Blitzstein und Hwang [4],
Seite 18f]. Bei Ubergang von €2y auf €23 entsteht diesmal ein
Laplace-Experiment, denn immer eine gleiche Anzahl von
Ereignisse kann man — wenn die Nummern verschwinden —

nicht mehr unterschieden (nédmlich n!). Also rechnen wir nach

K. KL (K
n! n! (K —n)K! \n)
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2.6 Poisson

2.6.1 Satz und Definition: Es sei (2 = {0,1,2,3,....} =
Ny und A > 0. Dann ist

)\k:
_ A
Pr =€ -l
eine Zahldichte. Das durch diese Zahldichte definierte diskre-
te Wahrscheinlichkeitsmafs heift Poisson-Verteilung mit

Parameter A. A wird manchmal Eintrittsrate oder An-

kunftsrate genannt.

2.6.2 Satz und Definition: Wir betrachten ein Experi-
ment, bei dem {iber einen bestimmten Zeitraum (z.B. 90 Mi-
nuten) ein Ergebnis (Erfolg /Tor) mit einer homogenen /konstanten
Rate A eintritt. Weiter nehmen an: Wenn wir die 90 Minu-
ten in n gleiche Teilzeitraume zerlegen, dann tritt das Er-
eignis mit der Rate % ein. Wenn das n hinreichend grofs ist,
dann kann man sich vorstellen, dass das Ereignis keinmal
oder nur einmal im kurzen Zeitintervall nach Teilung durch
n eintritt. In den kleinen Zeitintervallen haben wir dann
Bernoulli-Experimente von denen wir auch annehmen wol-
len, dass Sie unabhéngig sind. Wenn wir die Erfolge iiber 90
Minuten hinweg zahlen, kdnnen wir somit das Experiment
als Binominal-Experiment mit n Wiederholung und

p = 2 auffassen.
n
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Es gilt (vgl. z.B. Wagaman und Dobrow [40, S. 108f]):

O -

Da (%) klein ist, spricht man vom Gesetz der kleinen Zah-

len (law of rare events).

» Die Anzahl der Soldaten, die durch einem Pferdetritt ge-

totet werden.

» Die Anzahl der Tore in einem Fufballspiel.

2.6.3 Satz (Additionsgesetz fiir die Poisson-Verteilung):
Wenn X eine Poisson-Verteilung mit Parameter Ax und Y ei-
ne Poisson-Verteilung mit Parameter Ay hat, dann hat X +Y

eine Poisson-Verteilung mit Parameter Ay + Ay.

Beweis: Henze |19, S. 97]

» Tore der Heimteams und der Auswértsteams. Tore insge-

samt.
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2.7 Geometrisch und Pascal

2.7.1 Satz und Definition: Es sei (2 = {0,1,2,3,....} =
Ny und p € (0,1). Dann ist

pr=(1—p)'p

eine Zahldichte. Das durch diese Zahldichte definierte diskre-
te Wahrscheinlichkeitsmafs heifst geometrische Verteilung

mit Parameter p.

2.7.2 Bemerkung: Die geometrische Verteilung verwendet
man fiir das idealisierte Experiment des Wartens auf den
ersten Erfolg. Ein Bernoulli-Experiment wird so lange unab-
hangig wiederholt bis der erste Erfolg eintritt. Dann erfasst
pr die Wahrscheinlichkeit von zunéchst k& Misserfolgen bis

zum ersten Erfolg.

2.7.3 Definition und Satz: Es sei Q) = {0,1,2,3,....} =
Ny, p € (0,1) und n € N. Dann ist

n+k—1 .
pk—( L )(1—19)%

eine Zahldichte. Das durch diese Zahldichte definierte diskre-
te Wahrscheinlichkeitsmaf heilt Pascal-Verteilung oder ne-

gative Binomialverteilung mit Parametern n und p.


www.mathstat.de

Manfred Jager-Ambrozewicz www.mathstat.de

2.7.4 Bemerkung: Wir betrachten die unabhéingige Wie-
derholung eines Bernoulli-Experiments bis erstmals n Erfol-
ge eingetreten sind p;. ist dann die Wahrscheinlichkeit n + k

Versuchen erstmals n Erfolge eingetreten.


www.mathstat.de

3 Standardmodelle mit
Dichten

3.1 Uberabzahlbar ist indiskret

3.1.1 Bemerkung: Es gibt keinen Wahrscheinlichkeitsraum
(€2, F,P) mit den folgenden Eigenschaften:

i.) ) ist iiberabzdhlbar unendlich,
ii.) F enthélt alle ein-elementigen Mengen {w},w € 2,
iii.) P({w}) > 0 fur alle w € Q.

Bei diskreten Wahrscheinlichkeitsraumen konnten wir auf Ba-
sis der Zéhldichte/ Wahrscheinlichkeitsfunktion p; = P(w)
die Wahrscheinlichkeit fiir ein Ereignis A C €2 durch Sum-

mation ermitteln: P(A) = ijeA P(w;) = ijeA p;.

Wenn (2 tiberabzahlbar unendlich ist, dann geht das so nicht

mehr. Wir konnen weder mit Wahrscheinlichkeitsfunktionen
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noch mit der Summation arbeiten. Wir benotigen Dichten

und Integrale.

Fiir den Widerspruchsbeweis betrachtet man

Q= U{ \—<IP’ } UAk

Mindestens eine der Mengen A; muss unendlich viele Ele-

mente enthalten, sonst wére (2 abzahlbar; sagen wir Aj. Dann
wire P(Ag) > 1.

3.2 Verteilung mit Dichte

3.2.1 Definition: Es sei B(R) = o({(a,b] : a < b,a,b €
R}) die kleinste o-Algebra, die alle Loravalle (a,b] enthilt,
d.h. alle links offenen und rechts abgeschlossenen Interval-
le. Die Mengen B € B(R) heiken Borelmengen (in R).
Jede andere o-Algebra, die die Loravalle enthalt, umfasst
B(R). Man sagt, dass B von den Loravallen erzeugt wird.
Das Konzept der  kleinsten* o-Algebra wird spater genauer

betrachtet.

3.2.2 Definition: Es sei f : R — R integrierbard!| Funkti-
on. f heifst Dichte, falls:

'Was das genau bedeutet wird erst spiiter prizise definiert. Wir gehen hier naiv
vor.
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L) f >0
i) [, fla)de =

3.2.3 Definition und Satz: Es sei f : R — R eine Dichte.
Dann existiert genau ein Wahrscheinlichkeitsmak P auf dem

(R, B(R)) mit
P((—o0,z]) = / f(2)dz,z € R.
In diesem Fall sagen wir: f ist die Dichte von P.

3.2.4 Satz: Essei (R, B, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und
f die Dichte von P. Dann gilt fiir alle a,b € R, a < b:

P({a}) =0
P((—o00,a]) = P((—o0,a)) / fl(x

P((a,0)) = P([a, 00)) / flx
P((a,b)) = P((a,b]) = P(la, b)) = P([a, b)) / f(x

3.2.5 Definition und Satz: i.) Es sei (€2, F) ein messbarer
Raum und X : Q — R mit X }(B) € F fiir alle B € B(R).
Dann heikt X eine reellwertige Zufallsvariable. Die Eigen-
schaft X~1(B) € F fiir alle B € B(R) heikt Messbarkeit
von X. [Erinnerung X 1(B) = {w|X (w) € B} |
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ii.) Es sei (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Es sei X :
(2 — R eine Zufallsvariable. Dann heift

px _ ) BIR) = [0,1]
| B> P(XYB)) = P(X € B)

die Verteilung von X und wir schreiben X ~ P¥.

Ist FX(z) = PX((—o0,]) = P(X < x) die Verteilungsfunk-

tion von X, dann schreiben wir auch X ~ F¥.

P¥X ist ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf (R, B(R)). (R, B(R), P¥)

1st ein Wahrscheinlichkeitsraum.

iii.) Es sei X : Q@ — R eine Zufallsvariable. Wenn f die
Dichte von P¥ ist, dann heift f auch die Dichte von X und

wir schreiben X ~ f.

3.2.6 Definition: Es sei X eine Zufallsvariable mit Dichte
f. Wenn das folgende Integral

E(X) = /_ " o f(a)da

0

existiert, dann heift E(X) der Erwartungswert von X.

3.2.7 Satz: Es gilt:

i.) E(aX +0Y) = aE(X) + bE(Y). Der Erwartungswert

ist ein linearer Operator.
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ii.) X <Y = E(X) <E(Y). Der Erwartungswert ist ein

monotoner Operator.

3.2.8 Definition: Es sei X eine Zufallsvariable mit Dichte
f, so dass die Erwartungswerte von X und (X — E(X))?

existieren. Dann heifst
ox = V(X) =E((X —E(X))*)

die Varianz von X. ox heikt Standardabweichung von
X.

» Der Erwartungswert und die Varianz sind sehr wichtige
Konzepte mit vielen schonen Eigenschaften, die wir genauer
untersuchen, wenn wir den geeigneten allgemeinen Integra-
tionsbegriff eingefiihrt haben. Die Eigenschaften kann man

auch direkt analysieren, das ist jedoch miihsamer.

3.2.9 Bemerkung: Die folgenden schonen Eigenschaften wer-
den hier aus dem oben genannten Grund ohne Beweis und

ohne detaillierte Angaben der Voraussetzungen angeben.

V(X) =E(X?) — (E(X))",
V(aX +b) = a’V(X) = aVa.

Wenn X und Y unabhéngig (eigentlich reicht un korreliert),
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dann

VX +Y) = V(X)+ V().

3.3 Gleich-, Normal und

Exponentialverteilung

3.3.1 Satz und Definition: Es sei a < b und

{ L falls © € (a,b)

0 sonst

flz) =

f ist eine Dichte. Das Wahrscheinlichkeitsmafs P mit dieser
Dichte heifst Gleichverteilung auf dem Intervall (a, b).

3.3.2 Satz und Definition: Es sei p € R, o > 0 und

1 _(@—w?

€ 202
VvV 2mo?

¢u0(x) ist eine Dichte. Das Wahrscheinlichkeitsmaf P mit

¢u,o($) =

dieser Dichte heilt Normalverteilung oder Gaufs-Verteilung

mit den Parametern p und o. Fiir p = 0,0 = 1 erhalten wir

In diesem Fall heikt P die Standardnormalverteilung.


www.mathstat.de

Manfred Jager-Ambrozewicz www.mathstat.de

Siehe Henze [19, S. 127, 137].

3.3.3 Bemerkung: Es wird sich zeigen, dass die Normal-
verteilung eine Sonderrolle in der Wahrscheinlichkeitstheorie
einnimmt. Die soll hier schon angedeutet werden. Wir be-

trachten dazu eine Monte-Carlo Studie im R Code Demo_N_ZgS . R.

Wir betrachten jeweils fiir jeden MC-Durchlauf n unabhéngi-
ge Wiederholungen eines Bernoulli-Experiments mit Erfolgs-
wahrscheinlichkeit p. Wir erhalten also eine Binomialvertei-
lung fiir die Anzahl der Erfolge. Dieses Experiment — d.h. die
n Wiederholungen — wiederholen wir m mal. Wir betrachten
dann die relativen Haufigkeiten der Anzahl der Erfolge jeweils
bei den m Durchlaufen und vergleichen diese mit der Bino-
mialverteilung und mit einer angepassten Normalverteilung.
Fiir groffes m erkennt man kaum einen Unterschied zwischen
den relativen Haufigkeiten, der Binomialverteilung bzw. der
Normalverteilung. Unser Experiment hat also zunéchst
nichts mit der Normalverteilung zu tun. Im Grenziibergang
erhalten wir aber die Normalverteilung. SEHR BEMER-
KENSWERT! Mit diesem Zusammenhéngen beschéftigen
wir uns genauer, wenn wir den Zentralen Grenzwertsatz be-

handeln.
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3.3.4 Satz und Definition: Es sei © € R, > 0. Dann ist

flz) = { Louo(In(z)) falls 2 >0

0 sonst

eine Dichte. Das Wahrscheinlichkeitsmalfs P mit dieser Dich-
te heift logarithmische Normalverteilung (bzw. Log-

Normalverteilung) mit den Parametern p und o.

3.3.5 Bemerkung: Es sei X ~ N(u, o). Wir werden spéter
nachweisen, dass dann Y = e log-normalverteilt ist. Anders
formuliert: Ist Y log-normalverteilt, dann ist In(Y") normal-

verteilt.

Siehe Henze |19, S. 159].

3.3.6 Satz und Definition: Es sei A > 0. Dann ist

Ae M falls ¢ > 0
0 sonst

eine Dichte. Das Wahrscheinlichkeitsmal P mit dieser Dichte

heikt Exponentialverteilung mit Parameter .

3.3.7 Bemerkung: Die Exponentialverteilung ist das ste-
tige Pendant zur diskreten geometrischen Verteilung. Dement-
sprechend wird sie auch fiir die Modellierung von Wartezei-

ten verwendet. Bei der geometrischen Verteilung wird die
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Zahl der Perioden bis zum ersten Erfolg betrachtet. Bei der
Exponentialverteilung die Dauer in Zeiteinheiten bis zum ers-
ten Erfolg betrachtet. Man kann ein Experiment mit Expo-
nentialverteilung als Grenzwert von Experimenten mit geo-
metrischen Verteilungen auffassen. Wir betrachten dazu die
Wahrscheinlichkeit PEXPMN((¢, 00)), d.h. der erste Erfolg tritt
nach ¢ ein. Wir beobachten

t
0
Also ist die Wahrscheinlichkeit des ersten Erfolgs nach ¢ gleich
]P((ta OO)) = 6_)\75.

Wir werden jetzt nachweisen, dass sich diese Wahrscheinlich-
keit naherungsweise fiir ein Experiment mit geometrischer
Verteilung ergibt. Zudem wird diese Approximation genau-

er, wenn n grofer wird.

Wir betrachten Epochen E; der Lange %, wobei 0.B.d.A. N >
n > t gelten soll. Wir zerlegen die nicht-negative Achse in

Intervalle/Epochen der Linge <.

R.p = (0,1-3] u(1-£,2-£] U...U((n—l)-z,n-zl U...

n n n n n

— FyUE,U..UE, U...

Wir modellieren die zufillige Anzahl X der Epochen, die
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ohne Erfolg vergehen. Wir unterstellen, dass X geometrisch
verteilt mit Erfolgswahrscheinlichkeit p ist und setzen W =
X - % Dann erfasst W die Zeit bis zum ersten Erfolg; wobei

die Zeit nur in diskreten Schritten erfasst wird.

Wir betrachten

t
W>te X -—>te X >n.
T

Wir betrachten die Wahrscheinlichkeit, dass der Erfolg ir-

gendwann nach mehr als n Perioden eintritt. Also
PeC) (W > ¢) = P(X > n) = (1 —p)™.

Wir wahlen jetzt p = )\%; wenn )\% nicht kleiner 1 ist, dann
miissen wir ein hinreichend grofses n wahlen. Diese Wahr-
scheinlich ist proportional zur Linge der Epochen %, wobei
der Proportionalitdatsfaktor A ist. Der Proportionalitatsfak-
tor erfasst die Intensitiat mit der der Erfolg eintritt. Dann

1st

PEl (W > t) = P(X >n) = (1—p)"
— (1 - &y — e N = PPYV((1,00)).

n

Also erhalten wir in der Tat die Exponentialverteilung, wenn
wir eine Sequenz von mit n indizierten Experimenten mit

geometrischer Verteilung betrachten.
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3.3.8 Bemerkung: Eine bemerkenswerte Eigenschaft der

Exponentialverteilung ist die sogenannte Gedachtnislosig-
keit

PX>t+s|X >s)=P(X >1).
3.3.9 Definitionen: Es sei 7y, 7, ... eine Folge von unab-

héngigen Zufallsvariablen mit 7; ~ Exp(A). Die Ankunfts-
zeit fiir n Spriinge (n € N) ist

n
Sn = E Tl
k=1

Die 7; heien dann Zwischenankunftszeiten.

Fur t > 0 zahlt die Zufallsvariable

N 0 falls0 <t < 5]
"k falls S <t < Sy

die Spriinge (Ankiinfte) bis t. Wir bemerken, dass die Pfade
von N, t > 0 von rechts-stetig sind.

Man sagt, dass /V; ein Poisson Prozess mit Intensitit \ ist.

3.3.10 Satz: N; hat eine Poisson Verteilung:

At)F
P(N, = k) = (k') e k=0,1,..
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Beweis: vgl. Shreve [33]

3.4 Transformationen

» Die folgenden beiden Sétze beschéftigen sich mit Trans-
formationen Zufallsvariablen mit Dichten. Transforma-
tionen von Zufallsvariablen ergeben sich sehr oft; insbesonde-
re werden viele in der Statistik zentralen Verteilungen durch
Transformation anderer - z.B. der Normalverteilung — Vertei-
lungen definiert. Eine ausfiihrliche Darstellung einschliefslich
vieler hier nicht erlduterter technischer Einzelheiten findet
man in Tappe [36, Kapitel 8|. Die Beispiele aus Tappe [36)
Kapitel 8| bearbeiten wir als Ubungsaufgaben. Eine weitere

besonders interessante Quelle ist Blitzstein und Hwang [4]

3.4.1 Satz: Es sei X ein zufilliges Ereignis mit Werten im
Intervall I = (a,b),a < b und Dichte fyx; also X ~ fx. Es
sei ferner ¢ : (a,b) — R eine streng monoton wachsende C'-
Funktion; mit h bezeichnen wir die Inverse von g auf g(1I).

Dann ist
fr(t) = fx(h(t))[P'(t)]

die Dichte von T' = ¢(X), d.h. T ~ fp. Beweis: Tappe [36)
Seite 180f]

3.4.2 Korrelar: Es sei X ~ fx und a,b € R,a # 0. Dann
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hat die Transformation Y = aX + b die Dichte

fuzmh(aﬂ

Beweis: Tappe [36, Seite 181]

3.4.3 Satz: Essei X eine Zufallsvariable mit Dichte fx ~ X
und mit Werten in I = I1 [#) I, wobei die I; disjunkte offene
reelle Intervalle sind. Ferner sei g : I — R eine Funktion mit

g € CHI;) mit ¢'(z) # 0 fiir z € I;. Dann ist

fr(t) = Lo (@) fx (ha(8)) [P (E)] + Ly (8) fx (ha(t)) [ (2)

die Dichte von T' = g(X), wobei hy := gk_l, gk = g1,

3.5 Gamma, Chi und Beta-Verteilung

» Das Skript zu den folgenden vier Verteilungen ist noch
sehr fragmentarisch. Vergleiche fiir die Gamma-Verteilung,
die Chi-Quadrat-Verteilung, die t-Verteilung und die Beta-
Verteilung die entsprechenden Abschnitte in Blitzstein und
Hwang [4] und Henze [19].

3.5.1 Definition: Wir definieren die Gamma-Funktion

F(a):/ A
0
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Fiir alle a > 0 gilt I'(a + 1) = al'(a) und insbesondere fiir
n € N gilt I'(n) = nl.

Siehe Blitzstein und Hwang [4] Seite 357]

3.5.2 Satz und Definition: Es seien o, A > 0. Dann ist

0 sonst

Y a—1_—\x
f(a:){r(o‘)x le=A falls > 0

eine Dichte. Das Wahrscheinlichkeitsmaf PP mit dieser Dich-
te heift Gammaverteilung mit Parametern A, « (siehe z.B.
Tappe [36], S. 59|, Henze [19, S. 157]) und Blitzstein [4, Seite
357).

Bei A = 1, a > 0 spricht man von einer Standard-Gamma-
verteilung.

Bel a = 3, A = % mit n € N spricht man von einer Chi-
Quadrat-Verteilung mit n Freiheitsgraden (FG) (siehe Ge-

orgii [13] S.277]).

3.5.3 Bemerkung: Die Gammaverteilung mit Parameter
0 < A\,n,a = n € N beschreibt die Wartezeit bis n Er-
folge bzw. Schiaden eingetreten sind (siehe Georgii [13], Seite
47] oder Blitzstein [4], Seite 361]). Fiir n = 1 erhélt man die
Exponentialverteilung. In der Tat gilt: Wenn X1, Xo, ...X,, ~
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i.u.Exp(A) sind, dann gilt

X1+ Xo+ ...+ X, ~ Gamma(n, \).
3.5.4 Bemerkung: Wenn X; ~ N(0,1),7 = 1,.., k, dann
ist X7+ X3+ ...+ X? ~ x? mit k Freiheitsgraden. Also eine

Gammaverteilung mit o = g, A= % Die Verteilung ist in der

Statistik sehr oft relevant.

Siehe Blitzstein [4, Seite 477 ff| und Henze [19] Seite 157].

3.5.5 Definition: t-Verteilung ..... Henze [19] Seite 247] und
Blitzstein [4, Seite 477 ff]

3.5.6 Definition: Beta-Verteilung ..... Blitzstein [4, Seite
351 fi]
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4 Vertellungs- und

Quantilfunktionen

Verteilungsfunktionen werden in allen Biicher zur Wahrschein-
lichkeitstheorie behandelt; also auch in Henze [19]. Quantils-

funktionen werden dort auch behandelt und vergleichsweise

detailliert in Follmer und Schied [12] untersucht. Quantile

und Quantilsfunktionen sind insbesondere fiir die Finanz-

mathematik (Risikomanagement) von SEHR grofser Be-

deutung. In der Tat ist das bekannteste Risikmal — der Value

at Risk — ein Quantil.

4.1 Verteilungsfunktion

4.1.1 Definition: Eine Funktion F': R — [0, 1] heift Ver-

teilungsfunktion, falls:
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e Fist nicht fallend, d.h. x <y impliziert F(z) < F(y).
e [ ist von rechts stetig, d.h. lim,_,, ,~, F'(y) = F(x).

o lim, , o F(x)=0lim, ., F(z)=1.

4.1.2 Satz: Es sei P ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf (R, B).

Dann ist

{ R — [0, 1]
F—
x — P((—o00, x])

eine Verteilungsfunktion. F(z) = P((—oo, x|) ist also die
Wahrscheinlichkeit, beim Experiment (€2, B, P) ein Ergebnis

kleiner oder gleich x zu beobachten.

4.1.3 Satz: Es sei F': R — [0, 1] eine Verteilungsfunktion.
Dann gibt es genau ein Wahrscheinlichkeitsmafs P auf (R, B),
so dass P((—o0, z|) = F(x) fiir alle x € R gilt.

4.1.4 Satz: i.) Es sei F': R — [0, 1] eine Verteilungsfunkti-

on. Dann existiert fiir alle x € R der linksseitige Grenzwert

lim F(y) = F(x—).

Y—x,y<x

Fiir diesen Grenzwert schrieben wir F/(z—).

Beweis: Vgl. Rudin [30, Seite 95]
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ii.) Es sei F' eine Verteilungsfunktion, dann ist die Menge der

Unstetigkeitsstellen hochstens abzahlbar unendlich.

4.1.5 Bemerkung: Die Unstetigkeitsstellen einer Verteilungs-
funktion sind nicht notwendigerweise isoliert (vgl. Rudin |30

Seite 97]).

4.1.6 Satz: Es sei P ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf (R, B)
und F' : R — [0,1], die durch P wie in (4.1.2) definierte
Verteilungsfunktion mit F'(x) = P((—o0, z]). Dann gilt fiir

alle z,y € Rjx <yt

1) F(z) = P((—o0, 2])

ii.) F(z—) = P((—o0, z))

iii.) F(z) =1 — P((z,0))

iv.) Fz—) =1 — P([z, 00))

v.) P{x}) = Fx) — F(z—) [Sprunghshe bei 2]
vi) P((z,y]) = Fy) — F(x)

vii.) P(lz,y]) = Fly) — Fa—)

viii.) P((z, y)) = F(y—) — F()

ix.) P(lz,y)) = F(y—) — F(z—)

4.1.7 Satz: Es sei f : R — R eine Dichte. Dann ist F' :
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R — [0, 1] mit )
F(x) :/_ f(z)dz

eine Verteilungsfunktion.

Man spricht von der Verteilungsfunktion F' mit der Dichte

f

4.1.8 Satz: Es sei 2 C R hochstens abzdhlbar, F = P(€)
und P ein diskretes Wahrscheinlichkeitsmaf auf (€2, F) mit
Zéhldichte p. Dann ist F': R — [0, 1] mit

Fl)= Y,  n

ke(—o0,z]N2

eine Verteilungsfunktion. Das ist eine Treppenfunktion mit

Stufen an den Stellen £ mit Stufenhohe py.

4.1.9 Bemerkung: Es gibt auch Verteilungsfunktionen, die
weder eine Dichte haben noch diskret sind: Verteilungsfunk-
tionen mit Sprungstellen, die aber keine (reinen) Treppen-

funktionen sind.
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4.2 Quantile, Quantilsfunktionen und

Verallgemeinerte Inverse

4.2.1 Definition: Es sei (€2, F,P) eine Wahrscheinlichkeits-
raum, X eine reellwertige Zufallsvariable mit Verteilungs-
funktion F und A € (0,1). Eine reelle Zahl ¢*()\) = ¢(\) =
7y heift A—Quantill] der Zufallsvariable X, falls

P(X <z))>XA und
P(XZQZ’)JZl—)\

In Worten:

i.) Die Wahrscheinlichkeit, dass X kleiner-gleich der Gren-

ze x) ist, ist mindestens A und

ii.) die Wahrscheinlichkeit, dass X grofer-gleich der Grenze

x) ist, ist mindestens 1 — A.

» Bei einem Jahrhundertereignis ist A = ﬁ. Wenn das 0.01-
Quantil xy = —10000 betragt, dann bedeutet das: Einen
Wert von -10000 oder noch geringer beobachten wir statis-
tisch mindestens 1-mal in Hundert Jahren und einen Wert
von -10000 oder mehr, beobachten wir statistisch mindestens

99-mal in Hundert Jahren.

!Je nach Zusammenhang verwenden ¢, ¢~ (\), ¢(\), z, fiir ein A—Quantil
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» Das ist vielleicht eine/die Gelegenheit in z.B. Fahrmeir et
al. [11], Seite 59 ff] die Abschnitte zu empirischen Quantilen

nachzulesen.

4.2.2 Definition: Es sei 0 < A < 1 und zy, ..., x,, eine Ur-

liste. Jeder Wert x) mit:

i.) Mindestens der Anteil A der Daten ist kleiner/gleich x)

und

ii.) mindestens der Anteil 1 — X der Daten ist grofer/gleich

Z\-

heifst empirisches A-Quantil. Also

- <
#(x-Werte < x)) > )\ und
n

#(x-Werte > x))

n

>1-—A

Wir beachten die Analogie zur Definition [4.2.1]eines Quantils
einer Zufallsvariable

4.2.3 Beispiel: Urliste = 2, 4,4, 5,6, 6, 7, 8,8, 9. Es ist
also n = 10.

Es gllt L0.05 — 2.
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Es gilt 2995 = 4. Es ist

~Werte < 4 3 6 5
#(z-Werte < ):_:_2—:0.25und
10 10 20 = 20
_ >
#(x-Werte > 4) :2:§Z§:O.75
10 10 0 0
Es gilt xg3 € [4,5]. Es ist z.B.
i} < 4.
#(z-Werte < 4.7) _3 > S 0.30 und
10 10 = 10
#(x-Werte > 4.7) 7 _ 7
10 10 = 10 070

Also ist 4.7 ein 0.3-Quantil.

Es gilt xp5 = 6.

Uberzeugen Sie sich, dass man empirische Quantile besonders

leicht an der empirischen Verteilungsfunktion ablesen kann.

Zwei Beobachtungen sind merkwiirdig. i.) Wenn X sehr klein
ist (hier kleiner als 0.1), dann entspricht das A Quantil dem
kleinsten Beobachtungswert. ii.) Fiir A = 0.3 sind alle Werte
in einen angeschlossenen Intervalle 0.3-Quantile. Mindestens
drei Werte des Intervalls werden regelméfig verwendet, ndim-
lich das Minimum, die Mitte und das Maximum. In der Tat
gibt es geméf Hyndman and Fan [20] in Statistikpaketen 9
Varianten, um das Quantil einer Zufallsvariable auf Basis ei-

nes Datensatzes zu schatzen
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L S — fglw
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N AL = 0.05

Abbildung 4.1: An der empirischen Verteilungsfunktion
kann man Quantile leicht ablesen. Man
tragt die A-Linien ein. Wo diese die VF tref-
fen, lotet man nach unten.

4.2.4 Bemerkung: Es gilt (wir beginnen mit der zweiten

Bedingung aus der Definition 4.2.1

1—/\§]P>(XZ£L‘)\)
& 1-PX >1) <\
& Flr,)=P(X <)) <A

Dementsprechend ist x) ein A—Quantil der Zufallsvariable
X, falls

» Bei einem Jahrhundertereignis ist A = Wlo' Wenn das 0.01-
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Abbildung 4.2: Die empirische Verteilungsfunktion und die
Q7-Quantile im linken Panel. Im rechten
Panel die Q1 und die Q7 Quantile.
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Quantil xy = —10000 betragt, dann bedeutet das: Einen
Wert von -10000 oder noch geringer beobachten wir statis-
tisch mindestens 1-mal in Hundert Jahren und einen Wert
strickt kleiner als -10000, beobachten wir statistisch hochs-

tens 1-mal in Hundert Jahren.

» Wenn F(x,) = F(z)), dann F(xy) = A.

4.2.5 Satz: Es sei X eine Zufallsvariable und X ~ F'. Es
sei A € (0,1). ¢ € R ist genau dann ein A-Quantil von X,

WEIlI

1st.

4.2.6 Definition: Es sei F' eine Verteilungsfunktion. Dann
heift (0,1) 3 A +— ¢ (A) mit

¢ (\) =inf{geR: F(q) > \}
=sup{qg € R: F(q) < \}

die obere Quantilsfunktion von F und (0,1) 3 A — ¢~ ()

¢ (A) =sup{q e R: F(q) < A}
=inf{g e R: F(q) > \}

die untere Quantilsfunktion von F'.
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Insbesondere im Risikomanagement nennt man die unte-
re Quantilsfunktion auch Verallgemeinerte Inverse und

schreibt

F(A) =q"(A)

Drei Situationen konnen dabei auftreten, die in den Panels

(1) bis (3) illustriert sind.

4.2.7 Bemerkung: Wie sieht die Menge A := {q € R :
F(q) > A} aus? Wenn ¢; € A ist und ¢o > ¢ gilt, dann ist
F(q2) > F(q1) > A Also ist auch ¢o € A. Also ist A ein
Intervall der Form (z,00) oder der Form [z, 00). In der Tat
hat das Interval wegen der von-rechts-Stetigkeit von F' die

Form [z, 00). Also gilt

¢ (A\) =inf{geR: F(q) > \}
=min{qg € R: F(q) > A}.

Wir konnen also anstatt des Infimums das Minimum bilden.

Das Minimum wird angenommen: Es gibt also ein ¢* mit der
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Eigenschaft F'(¢*) > A und fiir alle ¢ < ¢* gilt F(q*) < A

Beweis: Angenommen 2z = inf{qg € R : F(q) > A}, aber
F(z) > X gilt nicht. Also F(z) < A. Wir betrachten eine
Folge (¢;) mit ¢; > z und ¢; — z (eine Folge die von links
gegen z konvergiert). Wegen der Stetigkeit von rechts fiir F
gilt F(¢;) = F(z). Dann muss es — da F'(q) < A — ein j mit
F(gj) < Aund g; > z geben. Das ist jedoch ein Widerspruch,
denn fiir alle ¢ im Intervall (2, 00) gilt F(q) > .

4.2.8 Satz: Es sei (€2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum
und X eine reellwertige Zufallsvariable mit Verteilungsfunk-

tion F.

(1) Dann ist ¢~ nicht-fallend und von links stetig und
(2) ¢" nicht-fallend von rechts stetig.

(3) Es gilt ¢-(3) < (V).

Beweis: Siehe Follmer und Schied [12], S. 538f]

4.2.9 Satz: Es sei F' eine Verteilungsfunktion. Fiir jedes \ €
(0,1) ist die Menge der A-Quantile das abgeschlossene

Intervall [¢~(\), g (N\)].

4.2.10 Bemerkung: Wenn F' eine strikt monotone stetige
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Verteilungsfunktion ist, dann ist fiir alle A € (0,1):

(A =q (A)=F7(A)

4.2.11 Lemma: Es sei F' eine Verteilungsfunktion und
FT\) =q¢ (\) =inf{z|F(z) > A\} = min{z|F(z) > \}

die untere Quantilsfunktion bzw. eine Verallgemeinerte

Inverse von F. Dann gilt fir z € R, A € (0,1)

Flx)>AX&e x> F7(\).

Beweis (Siehe Henze [19, 151]): Fiir = miissen wir nur be-
merken, dass £ = F*(A) = min{z|F(z) > A} geméf Defini-
tion das kleinste z mit F(x) > Aist. Also > & = F<(A).

Fir < nehmen wir an, dass @ > F(\) = & gibt, aber
F(x) < X ist. Wir betrachten eine Folge (x;) mit x; > =
und z; — x. Wegen der Stetigkeit von rechts von F' gilt
F(z;) — F(x). Aus der Konvergenz F(z;) — F(z) und
F(x) < A folgt, dass es ein x; > x > 2 mit F(x;) < A gibt.
Es gébe also x; > © > F(\) mit F(z;) < A. Das ist aber
ein Widerspruch, denn aus x; > 7 folgt F(x;) > F(Z) = .

4.2.12 Lemma: Es sei F' eine Verteilungsfunktion und U ~
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Unif((0,1)). Dann hat die Zufallsvariable
X =F"(U)
die Verteilungsfunktion F; X ~ F.

Beweis: Siehe Henze 19 153]. Es gilt geméf des obigen Lem-

mas

P(X <z)<PF(U) <xz) X =F"(U)
P(U < F(x)) Lemma
= F(z). VF von Unif

» Auf der Grundlage des vorhergehenden Lemmas, kann man
Zufallszahlen gemélfs einer Verteilung F' erzeugen, wenn man

Zufallszahlen gemafs einer Gleichverteilung erzeuge kann.

4.2.13 Lemma: Es sei X eine Zufallsvariable mit Vertei-
lungsfunktion F'. Ferner sei F' stetig. Dann gilt F(X) ~
Unif([0, 1]). Also fiir u € [0, 1]

P(F(X) < u) = u

Beweis: Siehe Henze |19, 153].
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4.3 Risikomessung

» Der Rest des Paragrafen ist als Vertiefung bzw. Anwen-
dung fiir Risikomanager gedacht und noch arg fragmenta-

risch.

4.3.1 Terminologie und Einfiihrung: Im folgenden stel-
len wir uns vor, dass ein Investor oder Manager das Risiko
einer Vermogensposition analysiert. Den Wert dieser Vermo-
gensposition bezeichnen wir mit V. Wir stellen uns ferner
vor, dass der Wert in mindestens zwei Zeitpunkten betrach-
tet wird. Wir verwenden ¢ = 0 fiir den Zeitpunkt zu dem der
Vermogenswert fix und bekannt ist. Wir bezeichnen diesen
Wert mit Vy. Den Wert V' der Vermdogensposition zu einem
zukiinftigen Zeitpunkt sehen wir als eine Zufallsvariable an,
dessen Wert uns fiir den Zeitpunkt ¢ = 1 interessiert. Wir
verzichten manchmal bei der Variable V' fiir den Zeitpunkt
t = 1 auf den Index, d.h. wir schreiben einfach V' anstatt
V1. Wir untersuchen meistens nicht V', sondern die Veran-
derung G =V — V| oder den Verlust L =V, — V. Trotz-
dem sprechen wir vom Value at Risk der Vermogensposition.
G bezeichnet einen Gewinn (der natiirlich auch negativ sein
kann). Da wir Risikonanalyse betreiben, werden wir — der
Literatur folgenden — oft die Variable L = —G betrachten;

also den Verlust.
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4.3.2 Defintion: Es sei V' ein Vermdgenswert und G =V —
Vo und L = —G. Dann ist der Value-at-Risk (V@R) von
V' zur Risikotoleranz X\ (eine kleine Zahl z.B. A = 0.01)
die reelle Zahl

V@R,\(G) = —qf,,(N)
=qp (1=}
= qp, (1 =A).

Wenn wir Verluste betrachten (o nahe 1, z.B. a = 0.99)

V@R, (L) = ¢, (@)
= (a)
= inf{x|F(z) > a}
= min{z|Fr(z) > a}

dabei heift « das Sicherheitsniveau (Konfidenzniveau).
Die Abbildung
FT(\) = inf{z|F(z) > A\} = min{z|F(z) > A}

heifst die Verallgemeinerte Inverse von F

» In diesem Text ist A typischerweise eine kleine Zahl na-
he 0. A bezeichne ich als Risikotoleranz. Wenn A\ = (.01

ist, dann toleriert man, dass es einmal in Hundert Jahren
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noch schlimmer als x, kommt. Dieses Risiko wird toleriert.
1 — A = « ist eine Zahl nahe 1. 1 — X\ bezeichne ich als
Sicherheitsniveau, denn mit einer Wahrscheinlichkeit von

0.99 bin ich mir sicher, dass der Wert grofer /gleich x, ist.

4.3.3 Satz: Es gilt
VAQR,(G) = inf{m |P(G +m < 0) < A}.
bzw.
V@R, (L) = inf{m|P(L —m >0) <1—a}
Beweis: Es gilt geméls Definition
VARA(G) = ¢, (1 = A) =inf{m € R: Fj(m) > 1 — A}.

Wir zeigen, dass Fr(m) > 1 — X gdw P(G+m < 0) < A
Dann muss natiirlich auch inf{m € R: Fr(m) > 1— A} =
inf{m |P(G +m < 0) < A} gelten.

Fir m gilt Fr(m) =P(L < m). Also gilt fir m

FL(m)Zl—)\
& P(L<m)>1—)\
& A>1-P(L<m)
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und
I1-P(L<m)=P(L>m)=PG < —m)=P(G+m<0).
Also gilt fiir m
Frim)>1-A<P(GE+m<0) <A
Damit haben wir den ersten Teil des Satzes bewiesen.
Fiir den zweiten Teil beobachten wir

G+m<0

&S —L+m<0

Sm < L
S0< L —m.
Also auch
P(G+m<0)=P0<L—m).
Also auch

inf{m |P(G +m < 0) < A} =inf{m|P(0 < L —m) < A}

4.3.4 Bemerkung: (1) Wir reden vom Value at Risk von V|
obwohl die Defintion auf G bzw. L Bezug nimmt. Wir werden

auch vom Value at Risk von GG oder von L sprechen. Gemeint
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ist das negative des oberen A-Quantil der Zufallsvariable G

bzw. das untere o = (1 — A)-Quantil des Verlustes L.

(2) Der Value at Risk wird in den Einheiten gemessen, in
denen die Zufallsvariable G gemessen wird, d.h. in der Regel

in Geldeinheiten.

(3) Typischerweise wird das fiir die Risikonanalyse relevante

A-Quantil g7 (A) von G negativ sein.

(4) Der Value at Risk ist wegen der Multiplikation mit -1 so
definiert, dass er die Grundlage fiir eine Kapitalanforderung

ist; das wird weiter unter noch verdeutlicht.

(5) Wenn man anstatt des Zuwachses G die Verlustvaria-
ble L betrachtet, dann sind fiir den Ubergang drei Anpas-
sung notig: (i) Anstatt der oberen Quantilsfunktion betrach-
tet man die untere Quantilsfunktion. (ii) Anstatt der Risiko-
toleranz A berachtet man das Sicherheitsniveau o = 1— \.

(iii) Die Multiplikation mit —1 entféllt.

(6) Es ist G +m = —L + m. Also ist G +m < 0 genau
dann, wenn m < L. Wenn wir m als Eigenkapital auffas-
sen, dann erkennen wir, dass V@R, (G) der kleinste Eigenka-
pitalwert ist, der ausreicht eine Insolvenz — hier definiert als
Verluste grofer als das Eigenkapital — mit Wahrscheinlich-
keit A\ zu vermeiden. Man kann also den V@R im Kontext

der Eigenkapitalregulierung unmittelbar anwenden. Der
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V@R ist auch aus diesem Grund popular.

4.3.5 Beispiel: Es sei G ~ N(u, o) Normalverteilt und die
Risikotoleranz A € (0, 1).

V@R)(G) = —E(G) - & '(\) - o (4.1)
= -0\ o (4.2)

Fiir A = 0.01 erhalten wir ®~1(0.01) = —2.33, so dass VAR (X) =
—p+2.33-0. Fir A = 0.0001 ist VQR\(X) = —p+3.09 - 0.
Praktisch: Wenn wir den Erwartungswert und die Varianz
von X geschatzt haben und die Annahme der Normalver-
teilung angemessen ist, dann kénnen wir fiir den Fall einer

Normalverteilung den VQR leicht ermitteln.

4.3.6 Satz: Der Vermogenswert V' sei eine Zufallsvariable
und Vj # 0 eine reelle Zahl. Ferner sei R = ¥ OVO eine Zufalls-
variable mit endlicher Varianz o und Erwartungswert 4 und
die Verteilungsfunktion Frs: der Zufallsvariable R** = %

sei strikt monoton steigend und stetig. Dann gilt
VARA(V) = —(u+ 0 - Fpe:(\)Va.

Beweis: Da die Verteilungsfunktion annahmegeméfs strikt

monoton steigend und stetig ist gilt fiir den VQR die Glei-


www.mathstat.de

Manfred Jager-Ambrozewicz www.mathstat.de

chung
A= P(V -V, < -VaR,(V))
Dann folgt
NP <R —n o _VAR(V) H)
o Voo o
_p (Rsz < _V@RM(V) B H)
Voo o
Also
_ VAR (V)
Fri(y = —YeRal) _p
R (A) g .

= VAR\(V) = —(u+ 0 - Frr(\)V;

4.3.7 Bemerkung: Der Betrachtungszeitpunkt sei 7 — 1.
Wir wollen eine Risikoeinschétzung fiir 7 ermitteln. In der

Praxis geht man regelméafig so vor.

i.) Zunichst erstellt man fiir die Rendite ein Zeitreihenmodell

der Form
Ry = + oz, t € Z,

wobei py = Ey_1(R;), Vi_1(R;) = o7. Ferner wird angenom-
men, dass (z;) ~ iid(0,1) mit Verteilungsfunktion Fps: ist

((2) ist also striktes weifses Rauschen).

ii.) Wir verwenden den Satz (4.3.6) und schétzen den aktu-
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ellen Value at Risk mit
V@R, (V) = —(ur + 0, - Fpt(\) Vo1

Bei dieser Methoden muss man also zwel statistische Proble-

me losen:

e Ein Zeitrethenmodell R; = u; 4+ 02 schiatzen; mindes-

tens muss man u; und oy schiatzen.

e Die Verteilungsfunktion Flrs: schiatzen.

4.3.8 Bemerkung: Value at Risk ist nicht unumstritten.

Zwei Eigenschaften sind problematisch:
e V@R ist im Allgemeinen nicht sub-additiv.

e VQR beachtet nicht, wie die Verteilung von X links
von VAR gestaltet ist.

4.3.9 Behauptung: Es sei X eine Zufallsvariable mit Ver-
teilungsfunktion F' = F**. Dann gilt

MMZ/XM:A}WWm

Beweis: (den Beweis kénnen wir eigentlich noch nicht wiir-
digen, da wir Integration beziiglich dF' und den Umgang mit

solchen Lebesgue-Stieltjes-Integralen noch nicht kennen).
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Es sei U eine Zufallsvariable mit U ~ Unif((0,1)). Dann hat
(auch) die Zufallsvariable Y = F<(U) die Verteilungsfunk-
tion F'. Also gilt

E(X) = / YdF
_/Fﬂmﬁﬂ

~ [ P

4.3.10 Beispiel: Wir betrachten X ~ Bernoulli mit Bild(X) =
{=b,a} fir a,b > 0 und P(X = a) = p. Dann ist fiir
Ae(0,1)

Fe() = —bfalls A\ <1—p
afalls A >1—p

Es gilt einerseits
E(X) = pa—(1—pb

Andererseits

/ F(u)du

1—p 1
/ (—=b)du + / adu
0 1—p

(=0)(1 —p)+a(l —(1—p))
(=b)(1—p)+ap
pa—(1—p)b.
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4.3.11 Bemerkung: Es sei X eine Zufallsvariable mit strikt
monoton wachsender C'-Verteilungsfunktion F und f = F’.
Dann ist F'invertierbar. Wir betrachten die Substitution u =
F(z),z = F~*(u) und verwenden die Substitutionsregel der
Integration du = F'(z)dx = f(x)dx

E(X) = / 2 f(x)dn = / F'(u)du.

4.3.12 Definition: Es sei L eine Zufallsvariable mit I ~ F
und E(|L|) < co. Wir definieren

ES.(L) = 1 /1 F™(u)du

1l -«

TVaRo(L) = E(L|L > F< ()

ES steht fiir Expected Shortfall und TVaR fiir Tail-Value-
at-Risk.

» Die folgende Bemerkung stellt Resultate iiber den Zusam-
menhang zwischen ES und TVaR zusammen. TVaR ist an-

schaulicher, jedoch nicht sub-additiv. ES ist sub-additiv.

4.3.13 Bemerkung (McNeil et al. [7, Seite 283]): Es
sei L eine Verteilungsfunktion und L ~ F'. Dann gilt

ES.(L) = —E [[L - F ()] + F (o)

1 —«
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bzw.
E&AL%:T%GAE[L>Wj®-L]+F“@@ﬂ—w»—P@J>FF@%ﬂ
=E(L|L > F"(a)) v+ F"(a) - (1 —7)
= TVaR,(L) - v+ VaR,(L) - (1 — 7).
Dabei ist

P> F()
1l —«
_1-P(L<F(a) _1-F(F(a)

1l —« 1l —«

Ferner gilt
E[[L-F ()] =E[lpope (o) - L] — F7(a) - P(L > F*(a)).
Wenn F'¥ an der Stelle I/ («) stetig ist, dann gilt

ES = E(L|L > F*(a)) = TVaR.
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Beweils: Wir beachten

TPl Fel ] = _1a /01 [ (u) = F ()] du
N 1—1@ /: F™(u) = F ()] du
[ e B [,
_ 1_104/;F%(u)du—F%(a),
Also
ESa(X) = 1_1&/: F* (u)du
T —104E (L= F ()] + F (o)

Weiterhin beachten wir

E[[L—-F(a)]"] =E[lsp( (L—F ()]
=E [1opc(a): L] —E [112pc() - F7(a)]
=K :1L>F<_(oz) . L] — F<_<Oé) . P(L > F<_(Oé)>
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Also weiterhin

ES.(X) = 1 iaE (L — F()]"] + F (a)
_ E :]1L>F“(a) . L: — F%(OJ) . ]P)(L > F<_(O4)) n F<_(Og)
]l —«
_ E :]1L>F<—(a) . L — F%(Ck) . ]P)(L > FF(&)) n F(_(Oé)
1l —«
E[1pe( L] — FY(@PL > F(a)) + (1 — a)F(a)

1 —«

4.3.14 Bemerkung: Man kann den ES als Erwartungswert
einer Zufallsvariable eines zwei-stufigen Experiments auffas-
sen: Zunachst mit Wahrscheinlichkeit 1 — v der fixe Wert
F* () oder mit Wahrscheinlichkeit + die Zufallsvariable L
mit Verteilung unter der Bedingung L > F* («). Dann er-

halten wir den Erwartungswert
ES=~-E(LIL>F (a)+(1—7) F"(a)

mit
P(L > F(a))
1 —« '

")/:

4.3.15 Definition und Behauptung (Rockafellar und
Uryasev [29], Seite 1449]): Es sei F' eine Verteilungsfunk-
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tion. Wir definieren

Fa—Tail( ) { 0 r < Fk(a>
:C =

Flz)—«

—(1_)a r > F(a)

Fo-Tail (o) st eine Verteilungsfunktion.

4.3.16 Satz (Rockafellar und Uryasev [29], Seite 1448]):
Es sei L eine Verteilungsfunktion und L ~ F'. Es gilt

TVaR = / L e Tail

= E(L|L im «o-Tail).

4.3.17 Beispiel: Es sei Bild(L) = {...,2,3,4} mit P(L =
2) =P(L =3) =P(L =4) =0.02. Es sei @ = 0.95. Dann
ist F(a) = 2. Es ist P(L > F“(«)) = 0.96 und P(L =
F(a)) = 0.02.

Dann gilt einerseits

| 96 — 0. 98 — 0. 1 — 0.
/LdFa_Taﬂ:ZO% 0.95 , 0.98-0.96  1-098

095 2 1005 T -095
0.01 0.02 0.02

:2.— 3.— 4.—
(1).05+2 0.05;L 2O.Og) .
+6+
—9.-43.24y4.2 2~ -
5+ 5Jr 5 D

===

3.2
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Andererseits gilt

F™(u) = |

b_\
| | —
o
sx
o) —_
ot

4
4 fir 0.98 <u
3 fir 0.98 <wu < 0.96
2 fur 0.94 <u < 0.96

F(u)du

1
= (2z]p0s + 3[z]nos + 4[z]pos)
1
= 552 (2-(0.96 — 0.95) +3 - (0.98 — 0.96) + 4+ (1 - 0.98))
1 0.16
=——(2-001+3-0.024+4-0.02) = —
o5 + * )= 0.0
= 3.2

Es gibt noch eine dritte Moglichkeit T'VaR berechnen. Es ist

P(L > F(a)) 004 4

’y:

l—a 0.05 5

www.mathstat.de
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und weiterhin

o. 2 0.02
: Y/ It
(3 0.04 0.04)

(N}
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5 Lebesgue-Stieltjes
Integral -

Erwartungswert

bezuglich P bzw. F

5.1 Grundlagen und Mafstheoretische
Induktion

5.1.1 Definition und Satz: i.) Es seien (€, F1) und (€29, F5)
messbare Raume. Eine Abbildung X : €2y — 25 heifst mess-
bar, falls X '(B) € F fiir alle B € F;. Das Urbild jeder

Fo-Menge ist eine Fi-Menge.
ii.) Es sei (€, F1,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, (€9, F5)

ein messbarer Raum und X : €); — {2y messbar. Dann heifét
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X eine Zufallsvariable.

iii.) Es sei (€21, F1,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, (€29, )
ein messbarer Raum und X : Q; — €2y eine Zufallsvariable.

Dann heikt die Abbildung

IP)X B Jrz — [0, 1]
| B P(XYB)) = P(X € B)

die Bildmaf von X . P¥ ist ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf
(QQ7 f2)

Insbesondere falls (€, F5) = (R, B(R)) ist, nennen wir P¥

auch die Verteilung von X.

iv.) Es sei (€21, F1,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X :
01 — (R, B(R)) eine reellwertige Zufallsvariable. Dann heift
FY R —[0,1]

FX(2) = P*((—00,2]) = P(X < 1)

die Verteilungsfunktion von X. F'X(x) entspricht also der
Wahrscheinlichkeit, dass X die Grenze x nicht iiberschreitet.

» Beispiel: Essei O = {1,2,3,4,5,6}, F1 = {0,9Q,{1,3,5},{2,4,6}}
und Qp = {0,1}, F5 = {0,Q, {0}, {1}}. Es sei X = 11193
X ist nicht messbar. Fiir die Auswertung von X benotigt

man Informationen, die in J; nicht verfiigbar sind.
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5.1.2 Definition: i.) Es sei 2 # ) eine Menge und A C €.
Die Abbildung 14 : 2 — R mit

1(w) 1 firwe A
W) =
A 0 firwe N\ A

heift Indikatorfunktion der Menge A.
ii.) Es sei Q # () eine Menge. Eine Familie (A;);c; von Teil-

mengen von §2 heifst endliche Zerlegung von (2, falls:

e Fireinn € Nist [ = {1,...,n} ist eine endliche Menge

mit n Elementen.
o Esgilt Q=14._,

iii.) Es sei (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Eine Zu-
fallsvariable X : €2 — R heiltt elementar, wenn es eine Zer-
legung (A;)ier von Q mit A; € F,i € I sowie reelle Zahlen
a; € R)7 € I gibt, so dass

X(w) = | > il (w).

5.1.3 Definition: Es sei (€2, F,P) ein Wahrscheinlichkeits-

raum und X eine elementare Zufallsvariable mit
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Dann heifst

der Erwartungswert von X (oder das Lebesgue-Integral

von X beziiglich P).

Abbildung 5.1: Die Abbildung zeigt eine elementare Zu-
fallsvariable die drei Werte annehmen kann
(die drei Hohen 2, 2.5, 3). Der Zufall wihlt
ein w im Einheitskreis; mit P(A;) im linken
Halbkreis, mit P(As) im hinteren Viertel
und mit P(As) im vorderen Viertel. Dann
E(A) =P(A;) -2+ P(Ay) - 2.5 +P(A,) -3

5.1.4 Definition: Es sei X : ) — R, eine numerische

nicht-negative Zufallsvariable. Dann heifst
E(X) =sup{E(Y)|X >Y,Y elementare ZV }

der Erwartungswert von X.

Zu beachten ist, dass X (w) = oo bzw. E(X) = oo zugelassen

sind. Die folgenden Regeln werden dabei unterstellt: oo -0 =
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0-00=0,00-00 =00 und fiir alle x > 0 gilt c0-x = x-00 =

0.

Wir verzichten hier auf die Erlauterung technischer Aspekte,
die sich einerseits dadurch ergeben, dass wir R anstatt R ver-
wenden. Wir konnen andererseits andere technische Aspek-
te vermeiden, die sich ergeben wiirde, wenn wir den Erwar-
tungswert nur fiir reellwertige Zufallsvariablen definieren wiir-
den. In R beispielsweise hat jede nicht-leere Teilmenge ein
Supremum. Fiir Details vergleiche Elstrodt [8] oder Henze
[19], Seite 320].

5.1.5 Satz: Es sei X : Q — Rs( eine numerische nicht-

negative Zufallsvariable. Dann gilt

i.) Es gibt eine Folge (X;);cn von elementaren nicht-negativen
Zufallsvariablen mit X; 7 X.

ii.) Fiir jede Folge (X;)ien von elementaren nicht-negativen
Zufallsvariablen mit X; 7 X gilt

E(X;) /7 E(X).
Beweishinweis: Fiir n € N betrachten wir die Zerlegung

- L <X <L} firj=0,..,n2" -1
" {X > n} fir j = n2"
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sowie die Funktion
n2" .
=Y 2l
n
j=0

Beachte, dass die Ordinate in Intervalle zerlegt wird und von

diesen Intervalle die Urbilder gebildet werden.

Vgl. Henze [19, Seite 328] fiir Details.

5.1.6 Bemerkung: Das bemerkenswerte an ii.) des vorher-
gehenden Satzes ist, dass sich fiir jede Folge der gleiche Li-
mes ergibt. Das Integral ist also unabhangig von der Wahl

der (monotonen) Folge.

5.1.7 Satz: Es sei (€2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.

i.) [Linearitdt von E| Fiir zwei nicht-negative numerische
Zufallsvariablen X,Y und o, 8 € R gilt

E(aX + BY) = aE(X) + PE(Y).

ii.) [Monotonie von E| Fiir zwei nicht-negative numerische

Zufallsvariablen X, Y mit X <Y gilt

E(X) < E(Y).

5.1.8 Defintion: Es sei X : (2 — R eine Zufallsvariable. Es
sei Xt = max{X,0}, X~ = max{0, =X} also X = X —
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X~. X heift integrierbar beziiglich P, falls E(X ") < oo
und E(X7) < oo gilt. In diesem Fall schreiben wir X €
L1(Q, F,P) (oder kurz X € L', wenn Missverstindnisse aus-

geschlossen sind). Wenn X integrierbar ist, dann definieren

E(X)=EX") - E(X).

Fiir X € £! sind auch die folgenden Schreibweisen iiblich

E(X) /XdIP /X JdP(w /X

5.1.9 Satz: Essei X : 2 — R eine Zufallsvariable. Dann ist

aquivalent:

i) X e Lt

i) | X] e Lt

i) X+ X~ e £l

iv.) Esgibt Y € L)Y > 0mit | X| < Y. Y heikt integrier-

bare Majorante.

5.1.10 Bemerkung: Wenn X beschriankt ist, dann ist X
integrierbar. Insbesondere ist die Dirichlet Funktion x auf

dem Intervall (0, 1] integrierbar und es gilt

E(x) =0
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5.2 Konvergenzsatze

5.2.1 Satz von der majorisierten Konvergenz: Es sei
X, : Q — R eine Folge von Zufallsvariablen, so dass X,,(w)
mit Wahrscheinlichkeit 1 konvergiert. Ferner sei g € £! eine
nicht-negative Zufallsvariable mit | X,| < g mit Wahrschein-
lichkeit 1. Dann gilt:

i.) Fiir alle n € Nist X,, € £' und es gibt X € £! mit
X,, — X mit Wahrscheinlichkeit 1.

ii.) Fiir jedes X € £ mit X,, — X mit Wahrscheinlichkeit
1 gilt

lim /Xnd]P:/XdIP’:]E(X):/(hm X,) dP

n—o0 n—o0

und

lim /]Xn—X]dIP:O.

n—0oo

5.3 Linearitat und Monotonie

5.3.1 Satz: Es sei (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.

i.) (Linearitit von E) Fiir zwei Zufallsvariablen X, Y € £!
und a, 8 € R gilt

E(aX + 8Y) = aE(X) + BE(Y).
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ii.) (Monotonie von E) Fiir zwei Zufallsvariablen X, Y € £!
mit X <Y gilt

E(X) < E(Y).

5.4 Dreiecksungleichung und Cauchy-

Bunjakowski-Schwarz-Ungleichung

5.4.1 Satz (Dreiecksungleichung): Fiir eine Zufallsvaria-
ble X € L! gilt

[E(X)] < E(]X])

» Blitzstein und Hwang [4, Theorem 4.4.2, Seite 164| nenn
das folgende Resultat Fundamentalbriicke zwischen Wahr-

scheinlichkeit und Erwartung.

5.4.2 Satz: Es sei (Q, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum
und A € F. Dann gilt P(A) = E(1,).

5.4.3 Definition: Eine Zufallsvariable X : 2 — R heift
quadrat-integrierbar, falls E(X?) < oo ist. In diesem Fall
schreiben wir X € L*(Q, F,P) [oder kurz X € L£? falls

Missverstandnisse ausgeschlossen werden konnen|.
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5.4.4 Satz (Cauchy-Bunjakowski-Schwarz-Ungleichung):
Essei X,Y € £ Dann XY € £! und

(E(XY))* < E(X*)E(Y?)
E(XY)| < VE(X2)\/E(Y?2)

Beweis: Vgl. Tappe [36, S. 122]

5.4.5 Satz: L*(P) C L1(P). Also, wenn eine Zufallsvariable
quadrat-integrierbar ist, dann ist sie auch integrierbar (be-

ziiglich eines Wahrscheinlichkeitsmafes).

5.4.6 Bemerkung: Der Satz gilt fiir Wahrscheinlichkeits-
mafe, jedoch i.A. nicht fiir beliebige Malse.

5.5 Varianz

5.5.1 Definition: Es sei X € £2. Dann heifst
V(X) =E((X - E(X))?)

die Varianz von X.

5.5.2 Satz: Es sei X € £2. Dann gilt:

1) V(X) = E(X?) — E(X)2.
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i.) V(aX + 8) = o*V(X).

5.5.3 Satz: Es sei X : Q0 — [0, 00] eine nicht-negative nu-

merische Zufallsvariable. Dann gilt
EX)=0 < X=0 Pfi.
X =0 P-fii. bedeutet P(X =0) = 1.

Beweis: Vgl. Tappe [30, S. 111]. Wir betrachten fiir die Hin-

richtung

%p (X - l) _lg 11| =E Fﬂbll <E(X)=0

n n n n
Wegen der Stetigkeit von P gilt

1
P(X>0)—11mP<X>—> = 0.

n

Fiir die Riickrichtung: Es sei P(X > 0) = 0. Dann

0<E(Xlx<,) =E(Xlpcx<n) <Enlopcx<n)
nP(0 < X <n)=0

Also E (X1x<,) =0. Es gilt lim X1x<, = X. Dann aus dem

Satz liber die monotone Konvergenz

n—oo n—oo
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5.5.4 Bemerkung: X = 0 fast sicher bedeutet P({w €
QX (w)=0}) =P(X =0) =1.

5.5.5 Beispiel: Fiir die Dirichlet Funktion y gilt E(yx) = 0,

obwohl x unendlich oft den Wert 1 annimmt.

5.5.6 Satz: Es sei X € £2. Dann gilt

V(X)=0 < X=EX) Pfii.

5.6 Ungleichungen: Markow, Chebycehv,

Jensen

5.6.1 Satz (Allgemeine Markow-Ungleichung): Es sei
a > 0 und X : €2 — R eine Zufallsvariable sowie h : R —
R, sodass ho X € £!. Dann gilt

B(h(X))

a

P(h(X) = a) <

Beweis: Es gilt

E(h(X)) = E(1jx)2M(X) + Lpx)<ah(X))
> aP(h(X) > a)

5.6.2 Satz (Ungleichung von Markow): Es sei X € L.
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Dann gilt
E(X|)

a

P(IX]| = a) <

5.6.3 Satz (Ungleichung von Chebycehv): Es sei X €
£?. Dann gilt

i.) Fir alle a > 0

E(X?)
P(|X]| >a) < R
ii.) Fiir alle a > 0
o2
PX sl > @) < T

mit g = E(X) und 0% = V(X).

5.6.4 Satz (Ungleichung von Jensen): Es sei I C R ein
Intervall, g : I — R eine konvexe Funktion, X € L! eine

integrierbare Zufallsvariable mit Bild(X) C [ und ¢(X) €
L!. Dann gilt

g(E(X)) < E(g(X)).
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6 Zufallsvektoren

6.1 Unabhangigkeit

6.1.1 Definition: i.) Es sei (€2, F,P) ein Wahrscheinlich-
keitsraum. Eine o—Algebra G C F heiltt Sub-o-Algebra.

ii.) Es sei I eine Indexmenge und G;,i € I eine Familie von
Sub-o-Algebren. Die Familie G;,2 € I heikt unabhangig,
falls fiir alle endlichen Teilmengen J C T und A; € G;,7 € J

P([()4)) =] P(4))

j€J JeJ
gilt.

iii.) Es sei I eine Indexmenge und (€);, F;),7 € I messbare
Riaume und X; : Q — ), Zufallsvariablen. Die Zufallsva-
riablen (X;),i € I heifen unabhéngig, falls die o(X;) =
X 1(F;) unabhingig sind.

]
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6.1.2 Bemerkung: Beachte, dass alle Zufallsvariablen im
vorhergehenden Satz den gleichen Definitionsbereich jedoch

moglicherweise unterschiedliche Zielmengen haben.

» Die Definition fiir unabhéngige Zufallsvariablen ist arg ab-
strakt. Der folgende Satz enthélt eine anschauliche dquivalen-

te Charakterisierung.

6.1.3 Satz: Esseien X : 2 — Q;und Y : Q — Q) Zufalls-

variablen. Dann ist dquivalent:
i.) X und Y sind unabhéngig.

ii.) Fiir alle A € F; und B € F;, gilt
PXeAundY € B)=P(X € A)P(Y € B).

iii.) Fiir beliebige messbare Abbildungen f : € — Q] und
g : Q9 — Qf mit Werten in messbaren Rdumen (€}, F}) bzw.
(€2, F3) sind die Zufallsvariablen foX und goY unabhéngig.
Also: Die Unabhingigkeit bleibt bei jeder messbaren

Transformation erhalten!

Beweis: Siehe Tappe [36, Seite 152].

6.1.4 Satz: Esselen X : 2 — Q; und Y : Q — Qy Zufalls-

variablen. Dann ist dquivalent:

i.) X und Y sind unabhéngig.
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ii.) Fiir zwei beliebige messbare Funktionen f : ; — R
und g : Q2 - Rmit foX € Llund go X € L gilt &) w n

Tappe
etwas
anders.

E(f(X)g(Y)) = E(/(X))E(g(Y)) g

angeben!

|[dann ist insbesondere E(XY') = E(X)E(Y)]

Beweis: Vgl. Schilling [31], Seite 152| fiir den Beweis der
schwierigen Richtung i.) =. ii.)

ii.) =. 1.). Angenommen A € Fy, B € F,. Dann gilt

P(X € A,Y € B) = E(14(X)15(Y)) = E(L4(X))E(Lp(Y))
=P(X € AP(Y € B).

6.1.5 Bemerkung: Es seien X : 2 - Rund Y : ) —+ R
diskrete Zufallsvariablen mit Zahldichten p(z) = PX({z}),z €
X(Q) bzw. q(y) = PY({y}),y € Y(Q). Dann sind X und
Y genau dann unabhéngig, wenn fiir alle z € X({2) und
y €Y(Q)

P(X =2 und Y =y) = p(z)q(y)

gilt.
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6.2 Gemeinsame Verteilung

6.2.1 Definiton: i.) Es sei B(R?) = o({(ay, b1] x (ag, by :
ay; < by,ay < bo,ay, az, by, by € R}). Die Mengen B € B(R?)

heifen Borelmengen (in R?).

ii.) Es seien X : @ — Rund Y : Q@ — R reellwertige Zufalls-
variablen. Die Abbildung

B(R?*) — [0, 1]

XY)(p) —
PeB) { B+ P((X,Y) € B)

heift die gemeinsame Verteilung von X und Y. PXY)(B)
ist also die Wahrscheinlichkeit ein Ergebnis im 2-dim Bereich
B C R? zu beobachten, wobei B € B(R?) eine Borelmenge

1st.

ii.) Die Abbildung

FXY) _ R? — [0, 1]
(@,y) = P(X <z AY <y) =P ((—o00,2] x (—00,y])

heift gemeinsame Verteilungsfunktion der Zufallsvaria-
blen X,Y. F(z,y) ist also die Wahrscheinlichkeit, dass X
einen Wert kleiner gleich x und Y einen Wert kleiner gleich

y annimmt.

iii.) Die Verteilungen P* und P* von X bzw. Y nennt man

in diesem Zusammenhang auch Randverteilungen.
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6.2.2 Satz: Esseien X : {2 2= Rund Y : Q2 = R reellwerti-

ge Zufallsvariablen. Dann ist dquivalent:
i.) X und Y sind unabhéngig.

ii.) Fiir alle 2,y € R gilt F&Y) (2, y) = FX(z)FY (y).

6.2.3 Definition: Es sei F' die gemeinsame Verteilungsfunk-
tion der Zufallsvariablen X,Y : 2 — R. Wenn es eine Funk-
tion f: R X R — R mit

b a
F(a,b):/_ /_ f(z,y)dxdy fiira,b € R
(00, 00) 12/_ /_ fle,y)dedy =1

gibt, dann heift f die gemeinsame Dichte der Zufallsva-
riablen X und Y.

fx(z) = / f(z,y)dy
heilt die Randdichte von X und

fry) = /OO f(z,y)dz.

heilst die Randdichte von Y.

6.2.4 Satz: Es seien X, Y : () — R Zufallsvariablen mit ge-

meinsamer Dichte f. X und Y sind genau dann unabhéingig,
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wenn fiir fast alle z, y gilt:

fzy) = fx(@)fy(y).

6.3 Abhingigkeit (linear)

> Bisher wurde Unabhéangigkeit untersucht. Wie ist es mit
der Nicht-Unabhingigkeit (Abhéingigkeit)? Da fingt man
am besten mit der linearen Nicht-Unabhéngigkeit (Abhén-
gigkeit) an. ... Kovarianz! <

6.3.1 Definition: Es seien X,Y € £2. Dann heifit

cov(X,Y) =E[(X —E(X))(Y — E(Y))]
=E(X — pux)(Y — py))

die Kovarianz von X,Y. Wenn cov(X,Y) = 0 gilt, dann

heifen X und Y unkorreliert.

Nattrlich cov(X, X) = V(X).

6.3.2 Satz: Fiir X,Y € £? gilt

cov(X,Y) =E(XY) —E(X)E(Y) = E(XY) — pxpuy.

6.3.3 Satz: Esseien X,Y € £2 Wenn X und Y unabhingig

sind, dann sind X und Y unkorreliert.
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6.3.4 Bemerkung: Wihrend die Unabhéngigkeit bei jeder
messbaren Transformation erhalten bleibt (siehe vorne),
bleibt — wie der vorhergehende Satz zeiht — die Unkorreliert-
heit i.A. nur bei linearen/affinen Transformationen er-

halten.

6.3.5 Satz: Es seien X,Y € £2. Wenn X und Y unkorre-
liert sind, dann sind auch aX + b und c¢Y + d unkorreliert.

6.3.6 Satz: Fir X,Y € £2und a,b,c,d € R gilt

cov(aX + b, cY +d) = ac - cov(X,Y)

6.3.7 Bemerkung: Es sei X ~ N(0,1) und Y = X2 Na-
tiirlich sind X und Y nicht unabhingig. Aber:

cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y)
E(XX?)
E(X?)
0

Dieses Beispiel funktioniert natiirlich auch fiir andere Vertei-

lungen als die Normalverteilung.

6.3.8 Satz: Die Abbildung

cov: L2x L2 =R
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ist eine symmetrische, bilineare und positiv semi-definite Ab-

bildung/Operator, d.h.

i.) Fiir alle Y € £ ist
cov(-,Y): L* - R
linear. Also gilt fiir alle a1, as € R und X3, X, € L2
cov(a X1 + a2 Xs,Y) = ajcov(X1,Y) + ascov(Xs, Y).
Analog ist fiir alle X € £?
cov(X,-): L* = R

linear.
ii.) Fiir alle X, Y € £2 gilt cov(X,Y) = cov(Y, X).

iii.) Fiir alle X € £? gilt cov(X, X) > 0.

6.3.9 Satz: Wenn die Zufallsvariablen X, X, ..., X,, € L?

paarweise unkorreliert sind, dann gilt:

\% (i Xi) - ZH:V(Xi).
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6.3.10 Satz: Es seien X, X5 € £2. Dann gilt:

V(X1 + Xo)
V(X7 — Xo)

V(X1> + V(X2> + 2 COV(Xl, XQ)
V(Xl) + V(XQ) — 2COV(X1, XQ)

6.3.11 Definition: Es seien X, X5, ..., X,, € £2. Dann heifit

die n x n Matrix
EX = (COV(Xian>>Z':1
die Kovarianzmatrix von des Zufallsvektor X.

> Vorsicht, obwohl auf der Hauptdiagonalen der Matrix Xy

die Varianzen V(X;) = o? von X, stehen, verwenden wir fiir

die Matrix der Ko-Varianzen die Notation 3y und nicht 3%

6.3.12 Satz: Die Kovarianzmatrix ist symmetrisch und positiv-
semidefinit, d.h. Xy = (Xx)! und fiir alle b € R" gilt

b’Yxb = (Zxb,b) > 0.
6.3.13 Satz (Sandwich-Formel): Es seien X1, X5, ..., X, €

£2XT = (X1, Xo,...,X,),A € M(m,n,R) und b € R™,
Dann gilt fiir die affine Transformation Y = AX + b

Yy = AXxA”.
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6.3.14 Satz (Cauchy-Bunjakowski-Schwarz-Ungleichung):
Es seien X,Y € L2
i.) Dann XY € £! und

(E(XY))* < E(X*)E(Y?)
E(XY)| < VE(X2)\/E(Y?2)

ii.) Ferner

lcov(X, V)| < VV(X)V/V(Y) = std(X)std(Y)
(COV(X, Y)) < V(X)V(Y)

6.3.15 Defintion: Es seien X,Y € £* mit V(X),V(Y) >
0. Dann heifst

cov(X,Y)
std(X) - std(Y)

p(X7Y> —

der Korrelationskoeffizient nach von Bravais und Pear-

son von X und Y.

6.3.16 Satz: Es seien X,Y € £* mit V(X),V(Y) > 0.
Dann gilt

i) 1< p(X,Y)<1.

ii.) Es gilt p(X,Y) =1 genau dann, wenn es a,b € R,a > 0
mit P(Y = aX +b) =1 gibt.

iii.) Es gilt p(X,Y) = —1 genau dann, wenn es a,b € R, a <
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0 mit P(Y = aX +b) =1 gibt.
iv.) X, Y unabhéngig impliziert p(X,Y) = 0.
v.) Fiir alle a, b, ¢, d gilt

plaX +b,cY +d) = Ep(X, Y).

jac|

6.3.17 Bemerkung: Wenn p nahe 1 ist, dann ist der li-
neare Zusammenhang eng. Die etwaigen Beobachtungen
liegen nahe an einer Geraden. Man kann an p die Steigung

dieser Geraden nicht ablesen.

6.4 Abhangigkeit: Copulas

6.4.1 Definition: Eine d-dimensionale Copula ist die ge-

meinsame Verteilungsfunktion C' eines d-dimensionalen Zu-
fallsvektors U = (Uy,...,Uy)" mit U; ~ Unif([0, 1]) fiir
1=1,...,d.

6.4.2 Satz: Eine Abbildung C : [0,1]? — [0,1] ist genau
dann eine Copula, falls
o C(uq,...,uq) =0 falls u; = 0 fiir (mindestens) ein 1.

e C(1,.... 1 u;, 1,...,1) = w; fur ¢ = 1,...,d und u; €
0,1].
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e Fiir alle (ay, ..., aq), (by, ..., bg) € [0,1]% mit a; < b;

0<>y . Z 1)+t g ugy,) < 1,

wobel u;; = a; und u;o = b; fiir j =1, ..., d.

Wenn fiir einen Zufallsvektor U ~ C' gilt, dann muss
natiirlich P(a; < Uy < by,...,Play < Up < by) >
0 gelten. Die Rechteckgleichung stellt sicher, dass das
auch der Fall ist.

6.4.3 Bemerkung:

e Man nennt: Fiir alle (a1, ..., aq), (b1, ..., bg) € [0,1]¢ mit
a; < b

2 2
0 S Z Z ZH_ +Zd0 U17Z‘1, cees ud,id) S 0

i1:1 Zd:1

wobel u;1 = a; und u;o = b; fiir j =1, ...,d

die d-dimensionale Rechteckgleichung.

e Die Rechteckgleichung fiir d = 2: Fir 0 < a5 < by,
k=1,2 gilt

0 S O(bl,bQ) -+ C(al,ag) — C(al,bz) — C(bl,az) S 1

Vgl. Henze Seite 133, 317
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6.4.4 Satz: Es sei X = (X1,...,Xy) € F(Fy,...,Fy
ein Zufallsvektor mit gemeinsamer Verteilungsfunktion F*.
Dann existiert ein Zufallsvektor U = (Uy,...,U;)" mit
U; ~ Unif(]0, 1]) mit gemeinsamer Verteilungsfunktion C' =

Cx, so dass
FA(ty, ... tg) = C(Fi(th), ..., Falt) Vi eR

Sind die Funktionen F; stetig, dann ist C' eindeutig. In der
Tat
Cluq, ...,uq) = F(F (u1), ..., Fy (ugq)).

Die rechte Seite C(Fi(t1),..., Fu(ts)) beschreibt die Zerle-
gung der gemeinsamen Verteilung F'X in Réinder Fi, ..., Fy
und Copula C.

6.4.5 Satz: Sind Verteilungsfunktionen Fi,..., F; und ei-
ne Copula C' gegeben, so existiert ein Zufallsvektor X =
(Xy,...,Xy)" € F(Fy,..., F;) mit

FX(ty, ... tg) = C(E(t), ..., Fy(ta)).

6.4.6 Bemerkung: Was bedeutet die Gleichung
FX(t1,ty) = C(Fi(ty), Fa(ta))?

Wir definieren u; = Fi(t;) = P(X; < t;). u; ist also die
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Wahrscheinlichkeit, dass X; nicht iiber der Schwelle ¢; ist.

Wir wollen

FX(xl, ;1;2) = ]P(Xl <z, X9 < 5132)
= C(Fi(x1), Fo(x2))
= C(P(X; < 21),P(Xs < z))
= C(Ul,UQ)

interpretieren!

Nehmen wir zur Illustration an, dass t; = 1.89cm, u; = 0.90
und o = 1.64 cm, up = 0.95 und FX(ty,ty) = O(Fi(t1), Fy(ts)) =
0.04. Auf Basis der Zahlen ¢; = 1.89 und t» = 1.64 konnen wir
nicht erkennen, ob es sich um gemeinsam relativ grofse Werte
handelt. Die gemeinsame Wahrscheinlichkeit, dass X; < 1.89
und Xy < 1.64, ist (nur) fiir 0.04. Aber was bedeutet das? Ist
X1 < 1.89 und Xy < 1.64 bemerkenswert? Schon, denn die
Wahrscheinlichkeit grofsere Werte fiir X7 bzw. Xy zuhalten,
sind klein: P(X; > t1) = 1 — 0.9 = 0.1 bzw. P(X; > t1) =
1—0.9 = 0.05. Der Wert C'(0.9,0.95) = 0.045 besagt, dass die
Wahrscheinlichkeit fiir ein gemeinsames Ubertreffen der 90%-
Schwelle (fiir X;) bzw. der 95%-Schwelle (fiir X5), immerhin
0.045 ist. Anstatt die Schwellen in cm zu messen, werden die
Schwelle in Wahrscheinlichkeiten gemessen. In diesem Sinn
ermoglichen Copulas einen Wechsel der der Einheiten. Aus

“grofer als 1.64” wird “unwahrscheinlich” (ndmlich ein Ereig-
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nis mit einer Wahrscheinlichkeit 0.05).

Fiir den Fall stetiger F; erhalten wir eine besonders ein-

fache Interpretation, fiir diesen Wechsel der Einheiten:
C'(uy, ug) entspricht der Wahrscheinlichkeit, dass X7, X,

unter den uq- bzw. us-Quantilen bleibt.

Die Wahrscheinlich, dass X; ihr 0.95-Quantil und X5 sein
0.9-Quantil tibertrifft, ist immerhin 0.045.

6.4.7 Satz: Es sei X = (X1, ..., Xy)! ein Zufallsvektor mit
stetigen Verteilungsfunktionen F; und Copula C'. Ferner seien

11, ..., Ty strikt monoton wachsende Transformationen. Dann
ist C' auch eine (T7(X7), ..., Ty(Xy)?!.

Beweis: Vgl. McNeil et al. |7, Seite 224].

6.4.8 Bemerkung: Copulas ermoglichen eine Zerlegung

in die Randverteilungen und der Zusammenhangstruktur
F(xy, x2) = C(F1(21), Fa(2))

Die Zerlegung erkennt man einerseits direkt an der Glei-
chung. Die Argumente von C'(-,...,-) sind separat die uni-

variaten Verteilungen Fj; sonst nichts.

Andererseits ist auch der letzte Satz erhellend. Die Copula

bleibt erhalten, wenn wir die Zufallsvariable monoton trans-
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formieren. ...

Das erleichtert die Arbeitsteilung. ...

6.4.9 Bemerkung: 3 I’ eine mVF. Im allgemeinen gibt es

oo-viele Copula C' mit
F(ty,... ta) = C(Fi(ty), ..., Fa(ta)) Vi € R

Wenn die Réander steig sind, dann ist die Copula eindeutig
und es gilt:

Cu, ..., uq) = F(F (u1), ..., Fy (ug)).

Die Ursache fiir die Nicht-Eindeutigkeit kann man sich an
einen einfachen bivariaten Beispiel klarmachen (vgl. McNeil
[7, Seite 224])). Die gemeinsame Dichte fiir X sei wie in der
folgenden Tabelle

Tabl | X; =2 Xy =4 X,
-2 1 1 |1
I B
X : :

Wir wissen aus dem Existenzsatz, dass es ein C' mit

FX<t1,t2> = C(Fl(tl), FQ(tQ)) vVt € R.
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gibt. Es gilt Bild(F;) = {0,2,1}. Die obige Funktionalglei-
chung fiir C' liefert hier nur eine einzige Restriktion fiir C'
namlich C(2,2) = 3. Diese Restriktion entsteht an der Stelle
t1 =2 =ty. Dort 1st einerseits FX(2,2) = t und Fy(2) = £ =
F5(2). Wenn wir jetzt z.B. t; = 3 = t5 betrachten, dann erhal-
ten wir wieder FX(S 3) = sund Fi(3) = 2 = F5(3). Also wie-
der: C(2,2) = ¢ Wir konnen aus der Glelchung FX(ty,ty) =
C(Fi(t1), Fy(t2)) nur an den Stellen Bild Fy x Bild Fy ermit-
teln. Den Wert der Copula an der Stelle u; = % — U9 konnen
(zwar nicht beliebig, wir miissen insb. die Rechteckunglei-

chung beachten) wdhlen.

Angenommen wir wihlen zwei Copula C! und C?, die FX(t, 1) =

C(Fi(t1), Fy(t9)) erfiillen, und simulieren dann geméf
o (ULU)~C"
o X' = (F(th), F(U))

Gilt dann FXl = FX2.

6.4.10 Bemerkung:

e Betrachte eine Stichprobe X; = (2, ..., z¢) i = 1,...,n
des Zufallsvektors X.

o Es sel u;; = +1 Dabei ist r;; der Rang von z;; in

rrpi,k=1,..,n
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e Die u;; erfassen die Abhéingigkeitsstruktur.

e Die Rander werden auf auf die Gleichverteilung stan-

dardisiert.

6.5 Transformationsformel fur multivariate
Dichten

6.5.1 Satz: Es sei S C R" eine offene Menge und X ein
Zufallsvektor mit gemeinsamer Dichte fx : R” — R. Ferner

sei g : S — R" eine injektive Abbildung mit g € C! und
det J,(x) # 0

fiir alle x € S. Dabei bezeichnet

(9:(x) ... 92(x))

0rq

992 992
J,(x) = g (x) . 52 (x)

O (x) ... %(X))

die Jacobi-Matrix von g an der Stelle x. Dann ist die Um-
kehrabbildung h : ¢(S) — R" stetig differenzierbar und
Y = ¢g(X) hat die Dichte

fy = fx(h(y))ldet Jy(x)]
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Beweis: Tappe [36, Seite 188f]
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7 Konvergenz von Folgen

von Zufallsvariablen

7.1 Konvergenzformen

7.1.1 Bemerkung: Es sei (x;) eine Folge reeller Zahlen und
x eine reelle Zahl. Wir sagen: (x;) konvergiert gegen z, falls
es fiir alle ¢ > 0 ein N. € N gibt, so dass |x; — x| < ¢ fir
alle 1 > N gilt. Egal wie klein wir die e-Umgebung wahlen,
wir konnen ein N finden, so dass die Folge ab N. komplett

in der e-Umgebung von z liegt.

Wir wollen nun das Konzept der Konvergenz auf Folgen von
Zufallsvariablen (anstatt von reellen Zahlen) iibertragen. Da-
fiir gibt es mindestens vier wichtige Formen. Es liegt auf der

Hand, dass der Konvergenzbegriff komplexer wird, denn Zu-

fallsvariablen sind Abbildungen und nicht blofs Zahlen. Da
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ist der Begriff der Umgebung/Né#he deutlich schwieriger zu

erfassen.
7.1.2 Defintion: Es sei X : 2 — R eine Zufallsvariable und
X;,1 € N eine Folge von Zufallsvariablen X, : 2 — R.

i.) (X;) — X fast sicher & P(X; — X) = P{w €
Q| X;(w) = X(w)}) = 1. In diesem Fall schreiben wir

fs-lim X, = X oder X; == X

ii.) Essei p=1oder p=2. (X;) — X im p-ten Mittel
= X; € LP i€ Nund E(|X; — X|P) — 0 fiir ¢ — o0.

In diesem Fall schreibt man

LP-lim X, = X oder X; =5 X

iii.) (X;) — X nach Wahrscheinlichkeit < Fiir alle
e > 0 gilt: fir ¢ — oo gilt P(|X; — X| > ¢) — 0. In

diesem Fall schreibt man

n.W.-lim X; = X oder X, oW x

iv.) (X;) = X in Verteilung < Fiir alle z € R, in denen
FX stetig ist, gilt FYi(z) — F*(2). In diesem Fall
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schreiben wir

iV-lim X, = X oder X, -5 X

7.1.3 Satz (Eindeutigkeit): Wenn n.W.-lim X; = X und
nW.-limX; =Y, dann P(X =Y) = 1.

Beweis: Es sei ¢ > 0. Es gilt

P(X —Y|>e)=P(X — X, + X, — Y| > ¢)
<PIX = Xo|+|X, = Y] >¢)
gIP’(]X—Xn]>goder \Xn—Y]>g>

§P<|X—Xn|>g)+IP<|Xn—Y]>§> 0

Die dritte Zeile ist erklarungsbediirftig. Wir miissen zeigen,
dass fir w mit | X — X,| +|X,, = Y| > € auch | X — X,| >
5 oder | X, — Y| > 5 gilt. Wenn | X — X,,| > § oder | X, —
Y| > 5 nicht gilt, dann gilt |[X — X,| < 5 und | X, - Y| <
5. Dann gilt | X — X, | +|X, = Y] < e. Also gilt w mit
| X — X,| +|X,, — Y| > ¢ nicht.

Es folgt P(|X — Y| >¢)=0. Also P(X =Y) = 1.
7.1.4 Bemerkung: Wir werden gleich sehen, dass die f.s.-

Konvergenz die n.W.-Konvergenz impliziert und ebenso die

LP-Konvergenz die n.W.-Konvergenz impliziert. Also gilt
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die obige Eindeutigkeit auch fiir die f.s.- und die £”

Grenzwerte.

7.1.5 Bemerkung: i.) Es gelte X = f.s-lim X;. Wenn wir
zufillig ein w (einen Pfad) ziehen, dann ist das mit Wahr-
scheinlichkeit 1 ein Pfad mit Eigenschaft: Der gesamte Pfad
Xi(w) bleibt ab einer Stelle N in einer beliebig gewdhlten
e-Umgebung von X (w) [also fiir alle ¢ > N gilt |X;(w) —
X(w)| < €]. Mit Wahrscheinlichkeit 1 erhalten wir also die

Konvergenz in R.

Gilt nur X = n.W.-lim X;, dann kann es sogar sein, dass die
pfadweise Konvergenz fiir keinen Pfad gilt. Es kann also sein,
dass fiir alle Pfade gilt: Es gibt ein € > 0, so dass es fiir alle
N € Nnoch Stellen k& > N gibt, so dass | Xi(w) — X (w)| > €

gilt.

ii.) Bei der i.V.-Konvergenz werden nur = betrachtet, in de-
nen F'¥* stetig ist. Warum das zweckmégRig ist, wird in einer

Ubungsaufgabe behandelt.

7.1.6 Satz: Fiir € > 0, n € N definieren wir

An(e) = {IXn — X| > ¢},
Bu(e) = | J Anle).

m>n

Dann ist aquivalent
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i.) fs-lim X, = X.
ii.) Fiir alle e > 0 gilt P(B,(¢)) = 0,n — oo,

A, (e) umfasst e-Abweichungen in der Periode n

B,,(¢) umfasst e-Abweichungen in der Periode n oder danach.

Beweis: Der folgende Beweis ist aus Grimmett und Stirzaker

[14) Seite 356f] [

Wir stellen zunachst ein paar Voriiberlegungen, die uns dann

die eigentliche Argumentation erleichtern.

(1) Die Menge B, (¢) werden monoton nicht-grofer: B,,,(g) C
B, (e) fiir ng > n;. Also kann man den Grenzwert als Schnitt

definieren:

A(e) = lim By(e) = () Bule)

n—00
neN

Es gilt: w € A(e) gilt genau dann, wenn fiir alle n gibt es
m > n mit | X, (w) — X(w)| > e.

(2) Wir definieren die Ergebnisse in denen punktweise Kon-

vergenz vorliegt:
C'={w e QX,(w) = X(w)}.

Dann gilt: w € C gdw fiir alle e > 0 gilt w &€ A(e). C ist die

'Vgl. auch Chung [5 S. 69]
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Menge der w bei denen keine Konvergenz vorliegt. Dann ist

=J Al

e>0

Jetzt konne wir doe folgenden Aquivalenz zeigen:
P(C)=0<Ve>0: P(A(e)) = 0.

i.) Dann gilt: Wenn P(C*) = 0 gilt, dann muss fiir alle € > 0
auch P(A(e)) = 0 gelten.

ii.) Umgekehrt gilt auch: Gilt fiir alle e > 0 auch P(A(e)) = 0,
dann ist auch P(C¢) = 0. In er Tat

U A(l/m)> denn A(e) ist monoton in ¢

Zusammen:
f.s.-Konvergenz gilt < P(C°) =0< Ve > 0: P(A(e)) = 0.

(3) Wir setzen jetzt die obigen Argumente und die Stetig-

keit von P ein und erhalten das gewiinschte Resultat
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X, = X

P(C°) =0
Ve >0:P(A(e)) =0
Ve >0: P(lim B,(€)) =0

n—oo

¢t ¢ T 9

Ve > 0: lim P(B,(e)) = 0.

n—o0

7.1.7 Satz: (X;) — X fast sicher gilt genau dann, wenn
fir allee > 0

lim P(sup | X,, — X| >¢)=0

n—,oo m>n

gilt.
Beweis: Siehe Henze |19, Seite 196].

7.1.8 Bemerkung: Die f.s.-Konvergenz ist dquivalent zu
P(B,(¢)) — 0,n — oo. Die n.W.-Konvergenz ist dquivalent
zu P(A,(e)) = 0,n — oo

7.1.9 Satz: Fiir € > 0, n € N definieren wir wie oben

An(e) = {|X, — X| >¢€}.

Dann gilt: Wenn fiir alle ¢ > 0 die Reihe ) _P(A,(¢))
konvergiert, dann gilt f.s.-lim X; = X.
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Das P(A,(¢)) eine Nullfolge ist, ist zunéichst nicht hinrei-
chend fiir die f.s. Konvergenz. Wenn die Konvergenz so schnell

ist, dass ), . P(An(e)) konvergiert, dann gilt die f.s.-Konvergenz.

Beweis: Siehe Grimmett und Stirzaker [14] Seite 356f].

7.2 Eigenschaften von und Zusammenhange

zwischen Konvergenzformen

7.2.1 Satz: fs.-lim X; = X impliziert n. W.-lim X; = X.

Beweis: Folgt mit Satz [7.1.6]

7.2.2 Satz: L£P-lim X; = X impliziert n.W.-lim X, = X.

Beweis: Siehe Grimmett und Stirzaker |14, Seite 356].

7.2.3 Satz: n.W.-lim X, = X impliziert i.V.-lim X; = X.

Beweis: Siehe Grimmett und Stirzaker |14, Seite 355.

7.2.4 Bemerkung: i. ) Die Riickrichtungen zu den Impli-
kationen der vorhergehenden Sétze gelten im Allgemeinen
nicht. Wir werden /haben fiir jede Riickrichtung ein Beispiel
fiir die Nichtgiiltigkeit angeben.

ii.) Im Allgemeinen kann man weder von der Giiltigkeit der
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f.s.-Konvergenz auf die Giiltigkeit der £P-Konvergenz schlie-
ken, noch von der Giiltigkeit der £P-Konvergenz auf die Giil-

tigkeit der f.s.-Konvergenz.

iii.) Es gelten “bedingte” Riickrichtungen.

7.2.5 Beispiel (wandernde Tiirme, z.B. Vgl. Henze
|19}, S. 1971]): Es sei (2, A,IP) = ((0,1], B((0,1]), Aqg,1))- Fiir
m=1,2,3,..und k=1,2,3, ...,2" definieren wir

Bm,k = ((]C — 1)2—m, k2_m] und X2m+k_2 = I[Bm,k:'

Wenn man die obigen Konstruktionsanweisungen ausschreibt,

dann erhilt man

Xo =T X =T Xo = Lo Xs = L2 Xa =Lz,
Xs =1y, Ko =L, X7 =111 9,
Dann

i.) Es gilt n.W.-lim X; = 0.
ii.) Es gilt £P-1lim X; = 0.

iii.) Es gilt nicht f.s.-lim X; = 0. In der Tat ist die Wahr-

scheinlichkeit einen konvergenten Pfad mit ziehen Null!

Wir beobachten : (1) Also folgt aus der n.W. Konvergenz i.A.

die f.s.-Konvergenz nicht.
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(2) Zudem folgt aus der LP-Konvergenz i.A. die f.s.-Konvergenz
nicht.

7.2.6 Beispiel: Es sei X; eine Folge von unabhangigen Zu-

fallsvariablen mit

X _ i3 mit der Wahrscheinlichkeit %2
f 0 mit der Wahrscheinlichkeit 1 — Z%

Dann gilt n.W.-1im X; = 0, jedoch gilt E(|X;|) = E(X;) =
1 — 00. Also gilt die Riickrichtung von Satz ([7.2.2)) nicht: Aus

der n.W.-Konvergenz folgt i.A. die £7-Konvergenz nicht.

7.2.7 Beispiel: Es sei X eine Bernoulli Zufallsvariable mit
p=1/2. Es sei ferner X; = X firallei € Nund Y =1—X.
Dann gilt i.V.-lim X; = Y, jedoch gilt n.W.-lmX; = Y
nicht. Also gilt die Riickrichtung von Satz ([7.2.3)) nicht.

7.2.8 Beispiel: Es sei X; eine Folge von unabhangigen Zu-

fallsvariablen mit

X _ i3 mit der Wahrscheinlichkeit %2
t 0 mit der Wahrscheinlichkeit 1 — }2

i.) Betrachte A,(e) = {|X,, — 0| > €}. Dann ist P(A,(¢)) <
1/n?. Da die Reihe > °° | 1/n* konvergiert, konvergiert auch
> P(A,(e)). Mit Satz (7.1.9) folgt f.s.-lim X; = 0.

n=1
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ii.) Wir haben schon erldutert, dass £'-1im X; = 0 nicht gilt.
Also: Im Allgemeinen impliziert die f.s.-Konvergenz die £

Konvergenz nicht.

Das ist bemerkenswert: Obwohl fiir fast alle Pfade X;(w) — 0
gilt, divergiert der Durchschnitt] E(X;) = E(| X;]).

7.2.9 Beispiel: Es sei X; eine Folge von unabhangigen Zu-

fallsvariablen mit

P 1 mit der Wahrscheinlichkeit %
b 0 mit der Wahrscheinlichkeit 1 — %

Dann gilt £%-1im X; = 0, jedoch gilt f.s.-lim X; = 0 nicht. Im
Allgemeinen impliziert die £!-Konvergenz die f.s.-Konvergenz

also nicht.

Beweis: Die Wahrscheinlichkeit fiir X; = 0 konvergiert gegen

1. Allerdings ist die Konvergenz zu langsam.

Fiir den Nachweis, dass f.s.-lim X; = 0 nicht gilt, folgen wir
Grimmett und Stirzacker [14, Seite 357|.

Es sei

B,(¢)) = {3m > n mit | X,,(w) — 0| > €}
= {3Im > n mit X,,(w) = 1}.

2Figentlich ist das kein Durschnitt ...
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Wir zeigen, dass fiir alle n und € > 0:

lim P(B,(¢)) = 1.

n—o0

In der Tat
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r>m>n
=1— lim P(AS (e))
r—oo A4
r>m>n
. 1
=1— lim (1 — —)
r—oo A4 m
r>m>n
—1
~1— lim m=-
r—oo A4
r>m>n
- n—1 n+1-1 r—1
=1— lim - C
r—oo N n+1 r
o on—1
=1— lim
r—oo T
= 1.

7.2.10 Bemerkung: Das Beispiel (7.2.8)) zeigt, wie ver-

zwickt es mit der Konvergenz von Zufallsvariablen sein kann.
Gemals der starken Form der fast sicheren Konvergenz liegt
Konvergenz vor, trotzdem konvergiert der Erwartungswert
E(X;) nicht gegen E(X). Obwohl mit Wahrscheinlichkeit 1
also X;(w) — X (w) gilt, gilt E(X;) — E(X) nicht. Die nahe-
liegende Vertauschungsregel E(f.s.-lim X;) = limE(X;) gilt
also i.A. nicht.

Wenn es eine integrierbare Majorante fiir die Zufallsvariablen

X, gibt, dann kann man die Grenzwerte gemaf Satz (5.2.1

vertauschen. Eine genaue Zusatzannahme ist die Annahme

der gleichgradigen Integrierbarkeit.
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7.2.11 Definition: Es sei X; eine Folge von £!-Zufallsvariablen.
Die Familie (X;) heift gleichgradig integrierbar, falls

lim sup E(Lx;>4 - |Xj|) = 0.

A—o0 i>1

7.2.12 Satz: Essei X;,7 € N eine Folge von £!-Zufallsvariablen,
X eine £'-Zufallsvariable und X = n.W.-lim, ., X;. Dann

ist aquivalent:
i.) (X;) ist gleichgradig integrierbar.
i) Ll-lim X; = X

Beweis: Vgl. Durrett [6, Seite 245] bzw. Grimmet und Stir-
zacker 14, Seite 396]

7.2.13 Satz: Es gilt:

i.) Aus Lllim, o X; = X folgt lim, .. E(X;) = E(X)
und lim,, . E(|X;]) = E(|X|).

ii.) Aus L£%lim, o X; = X folgt lim,, o E(X?) = E(X?)

Beweis: Der erste Teil von i.) sieht fast selbstverstiandlich
aus. Wir haben aber schon gesehen, dass wir bei ZV vorsich-

tig sein miissen. Fiir den Beweis verwendet man die Drei-
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ecksungleichung
[E(X; — X)] < E(]X; — X]).

GeméR Definition der £'-Konvergenz gilt E(|X; — X|) — 0,
d.h. die rechte Seite konvergiert gegen 0. Also konvergiert
auch die linke Seite gegen 0.

Fiir den zweiten Teil von i.) nutzen wir die umgekehrte Drei-

ecksungleichung: Fiir x,y € R gilt
2] =yl < |z —yl.
Dann folgt aus der Monotonie des Erwartungswertes:
E(]|X;| — X)) < E(X; — X]).

GeméiR Definition der £'-Konvergenz gilt E(|X; — X|) — 0.

Also konvergiert auch die linke Seite gegen 0.

Fiir den Beweis von ii.) beachten wir den Hinweis in Jacod

und Protter [21], Seite 149|

7.2.14 Satz: Es gilt:

i.) fs-lim X; = X und fs.-lim Y; = Y impliziert f.s.-lim
X, +Y,=X+Y.

ii.) LP-lim X; = X und £P-lim Y; = Y impliziert £P-lim
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X, +Y,=X+Y.

iii.) n.W-lim X; = X und n.W.-lim Y; = Y impliziert
nW-lim X, +Y,=X+Y.

Fiir die i.V.-Konvergenz gilt die Implikation im Allgemeinen

nicht.

Beweis: Vgl. Grimmett und Stirzaker |15, Ex. 7.11.2] und
Henze |19, Seite 210]

7.2.15 Satz (Sluzki): Es gilt:

i.) Aus i.V.-lim X; = X und n.W.-lim |X; — Y;| = 0 folgt
i.V.-lim Y; = X.

i.a) Ausi.V.-lim X; = X und n.W.-lim Y; = a folgt i.V.-lim
X, +Y, =X +a.

ii.) Ausi.V.-lim X; = X und n.W.-lim Y; = ¢ folgt i.V.-lim
XY =cX.

iii.) Aus i.V.-lim X; = X und n.W.-lim Y; = ¢, ¢ # 0 folgt
i.V.-lim X;/Y; = X/c.

Beweis: Vgl. Henze 19, Seite 209

7.2.16 Satz: Es sei f : R — R eine stetige Funktion.
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i.) Aus i.V.-lim X; = X folgt i.V.-lim f(X;) = f(X).
ii.) Aus n.W.-lim X; = X folgt n.W.-lim f(X;) = f(X).
iii.) Aus f.s-lim X; = X folgt f.s-lim f(X;) = f(X).

Beweis: Siehe Jacod und Protter |21, S. 146] fiir ii.) und iii.)
und Grimmett und Stirzaker [14, S. 360] fiir i.)
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8 (Gesetze der grofsen

Z.ahlen

8.1 Definitionen GgZ

8.1.1 Definition: Es sei X; : {2 — R, 7 € N eine Folge von
Zufallsvariablen mit E(X,;) = p fiir alle ¢ € N. Man sagt, dass
(X;) dem schwachen Gesetz der grofien Zahlen geniigt,

falls
WSy
n.W.-lim — i = .
L g

Der Durchschnitt konvergiert n.W. gegen den Erwartungs-

wert.

8.1.2 Definition: Es sei X; : 2 —+ R,7 € N eine Folge von
Zufallsvariablen mit E(X;) = p fiir alle 7 € N. Man sagt, dass
(X;) dem starken Gesetz der grofien Zahlen geniigt, falls
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1 n
f.s.-lim — X; = L.
s lm”; 1

8.1.3 Beispiel: Es sei E(X) = pund X; = X. Dann
S x —x
8- lim — i = X.
i

Also gilt das GgZ hier i.A. nicht.

8.1.4 Bemerkung: Es sei X; : @ — R,7 € N eine Folge
von Zufallsvariablen mit E(X;) = p fiir alle ¢ € N. Es ist
naheliegend die Stichprobenfunktion Yy = %zg\;lXi als
Schatzfunktion fiir den Parameter p zu verwenden. Es gilt

immerhin fir alle N € N, dass

N
1 Nu
x| ==E-u
N £ ] N

Hier haben wir folgende Situation: Wir entnehmen eine zu-
fallige Stichprobe (Xi, ..., Xx) der Grofe N und betrach-

ten den Erwartungswert von Yy = %22{1 X;. Die Tatsa-

E

che, dass E(Yy) = p gilt, nennt man Erwartungstreue der
Stichprobenfunktion Y. In den vorhergehenden Definitionen
betrachten wir das Verhalten von Yy = % le\il X; fiir belie-

big grof werdendes N. Wenn (8.1.1)) gilt, dann sagt (Yy) ist
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(schwach) konsistent fiir x. Wenn (8.1.2)) gilt, dann sagt

(Yy) ist stark konsistent fiir u.

8.2 Gesetze der grofsen Zahlen

8.2.1 Satz: Essei X, : {2 — R,7 € N eine Folge von unkor-
relierten £-Zufallsvariablen mit E(X;) = g und V(X;) = ¢*
fir alle 7 € N.

1 n
W.-lim — X, =
n 1m - Z 7

1=1

und
EQ—Iimli)C =1
L Z |

Beweis: Es sei Y,, = %2?21 X,,. Aus der Ungleichung von
Chebychev (/5.6.3)) folgt

V(Ya)

P(‘Yn - :u’ Z 5) S 9

€
Ferner folgt:

2

1 « 1 o
(Ya) (n Zz’:1 ) 2’ " Ty
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Somit gilt:
2

P(\Yn—u|2€)§a—2—>0fﬂrn%oo,
ne

also die n.W.-Konvergenz.

Es gilt

Ferner gilt:

CIIR

fir n — oc.

Wir wissen schon, dass aus der £2-Konvergenz die n.W -
Konvergenz folgt. Auf den Beweis der n.W.-Konvergenz hét-

ten wir eigentlich verzichten konnen. O

Wir geben noch ohne Beweis die allgemeine Aussage an,
gemél derer unter den obigen Bedingungen sogar die f.s.-
Konvergenz gilt. Fiir den Beweis vergleiche z.B. Chung [5)
Theorem 5.1.2| oder Krengel [24], Satz 12.4]
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8.2.2 Satz (Rajchmanlf): Es sei X; : Q@ — R,i € N ei-
ne Folge von unkorrelierten quadrat-integrierbaren £2-
Zufallsvariablen mit E(X;) = p und V(X;) = o2 fiir alle
1 € N. Dann gilt

1 n
f.s-lim — X; =
S 1mn; [
und
L’Q—limlzn:X-:,u
i Z |

Beweis: Krengel [24] oder Chung [5]

8.2.3 Satz (Etemadi): Es sei X; : @ — R,i € N eine
Folge von paarweise unabhingigen und identisch verteilten

L1-Zufallsvariablen. Dann gilt

1 n
f.s.-lim — X, =
S lmn; (L
und
El—hmlzn:)éz,u
- Z |

Beweis: Vgl. Billingsley [2, Section 22| oder Klenke |23, Satz
5.17| oder Henze |19, Seite 201] fiir den Beweis der f.s.-Konvegenz.

"https://de.wikipedia.org/wiki/Aleksander_Rajchman
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Die £-Konvergenz folgt dann wegen i.i.d. relativ einfach;
bekanntlich folgt die £!-Konvergenz i.a. nicht aus der f.s.-

Konvergenz.

8.2.4 Bemerkung: Wir betrachten ein Beispiel einer Folge
von Zufallsvariablen fiir die das schwache Gesetz der grofen
Zahlen gilt, das starke Gesetz jedoch nicht; vgl. Grinstead
und Snell [T16] Seite 314f, Nr. 16].

Wir betrachten eine Folge unabhéngiger Zufallsvariablen (X;)
mit

1 1
P(X; = —i)

und

~ 2ilogi’ " 2ilogi

1
]P)(Xi:()):l_ ; .
1 1og1

8.2.5 Bemerkung: i.) Gesetze der grofen Zahlen sind von
grundsatzlicher Bedeutung fiir die Wahrscheinlichkeits-
theorie. Angenommen wir betrachten die fortgesetzte unab-
hangige Wiederholungen eines Experiments, dessen Ergebnis
Erfolg oder Misserfolg sein kann — also €2 = {Erfolg, Misserfolg}
—und bei dem die Erfolgswahrscheinlichkeit p = P({Erfolg})
betragt. Es sei X;(“Erfolg bei der i-ten Wiederholung”) = 1.
Dann ist S, = > | X; die Anzahl der Erfolge nach n Wie-
derholungen. Der gesunde Menschenverstand besagt, dass re-
lative Haufigkeit S, /n gegen p  konvergiert. In der Tat, wird

eine entsprechende Aussage oft als ,Definition” von Wahr-
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scheinlichkeit angesehen | Gemif# des Satzes von Kolmogo-
row bzw. Etemati gilt die Konvergenzaussage in der Tat fast
sicher bzw. in £! (also in den denkbar stérksten Formen). Das
Gesetz ist jedoch hier nicht Ausgangspunkt (Axion/Definition),
sondern das Resultat der Uberlegungen! Der Ausgangspunkt
— das Axiomensystem nach Kolmogoroff — ist also auch dies-
beziiglich gut gewihlt.

ii.) Fiir unabhéngig wiederholte Bernoulli Experimente geht
das schwache Gesetz der grofsen Zahlen auf Jakob Bernoulli
zurlick (verdffentlicht 1713). Das entsprechende starke Ge-
setz hat Borel (verdffentlicht 1909) bewiesen.

iii.) Fiir eine Folge von unabhéngigen und identisch verteilten
L1-Zufallsvariablen X; : Q — R, i € N hat Kolmogorow das
Gesetz der groken Zahlen 1930 bewiesen. Nasrollah Etemadi
9] hat die Verallgemeinerung (paarweise unabhéngig) 1981
elementar bewiesen.

iv.) Fiir unkorrelierte Zufallsvariablen deren Varianz es eine
gemeinsame Schranke gibt, gilt geméak des Satzes von Rajch-
man auch das starke Gesetz der grofen Zahl (vgl. auch die
néchste Ordnungsnummer). In diesem Sinn ist also nicht der
Unterschied zwischen Unkorreliertheit und Unabhangigkeit
fiir die Giiltigkeit des schwachen anstatt des starken Geset-

zes ausschlagend. <

2Vgl. den Wikipediaeintrag https://de.wikipedia.org/wiki/
Wahrscheinlichkeit| unter Haufigkeitsprinzip — statistische Wahrschein-
lichkeitsauffassung.


www.mathstat.de
https://de.wikipedia.org/wiki/Wahrscheinlichkeit
https://de.wikipedia.org/wiki/Wahrscheinlichkeit

Manfred Jager-Ambrozewicz www.mathstat.de

8.2.6 Bemerkung (vgl. Chung [5, S. 107]): Wir be-
trachten zunichst den Fall X; € L£?. Wir erlauben, dass

die Zufallsvariablen X; abhingig sind und unterschiedliche
Varianzen o7 = V(X;) = E(X?) haben. Ohne wesentliche

Einschrinkung der Allgemeinheit betrachten wir zentrierte
Zufallsvariablen E(X;) = 0.

Wir definieren die Partialsummen
n
Sp =Y X
i=1

und untersuchen die Konvergenz von % Fiir die £2-Konvergenz
gilt

2
L20im 2~ 0 & lmE ((&) ) =0 & E(S;) =o(n).

n n
Mit wachsenden n wird (Sﬁ) anwachsen. Wenn dieses Wachs-
tums hinreichend langsam ist, dann gilt die £2-Konvergenz.
Aus der £2-Konvergenz folgt bekanntlich die Konvergenz nach
Wahrscheinlichkeit.

Also: Wenn E (52) hinreichend langsam wiichst, dann gilt
das schwache Gesetz der groften Zahlen. Wir erhalten die
Implikation

Sn

n

E (S7) = o(n®) = n.W.-lim — = 0.

Uns interessiert also die Grofsenordnung von E (Sfb) Wir be-
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achten dazu

n

E(Sy) =) E(X7)+ Y E(X;X;)

i=1 4k

und betrachten zwei Falle:

o Gilt E(X;X}) = 0,7 # j (man sagt, dass die Zufalls-
variablen X; orthogonal| sind) und ¢? < M,i € N, so
gilt

n

E(S2) = S E(X?) < nM

i=1

E(S%) M
= <

n: — n

Also E(S?) = o(n?) und es folgt das schwache Gesetz
der grofsen Zahlen.

e Wenn wir lediglich voraussetzen, dass die Varianzen
und Kovarianzen eine gemeinsame Schranke cov(X;, X;) =
E(X;X;) < M haben, dann folgt im allgemeinen das
Gesetz der groken Zahlen jedoch nicht. Dazu betrach-
ten wir

n

E(52) = S E(X2) + 3 EXX)).

i=1 j#k

Auf der rechten Seite stehen n? Terme. Die rechte Seite

3G11t ]E(Xz) = 07 dann E(X,LXJ) = COV(XZ',XJ').
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ist dann O(n?), d.h.

E(S?) < Mn?
E(S2

n

N———

= < M.

n2

Im Allgemeinen folgt so E (S2) = o(n?) nicht; dazu
miisste E%%) nicht nur beschrankt sein, sondern sogar

gegen Null gehen.

Wenn wir uns die Gleichung

E(Sy) = Y E(X7)+ > E(X;X).
i=1 £k
nochmal ansehen, dann erkennen wir, dass sich fiir denn
Fall E(X;X})) # 0 1.A. zu viele Terme ergeben. Gilt
E(X;X}) =0, dann sind es n Terme; fiir E(X,;X}) # 0

jedoch n?.

Der folgende Satz fasst die obige Bemerkung zusammen. An-

schliefend entwickeln wir Argumente fiir die Giiltigkeit des

Gesetzes der groken Zahlen fiir abhéngige Zufallsvariablen.

Solche Sétze nennt man Ergodensatze.

8.2.7 Satz: Es sei X; : 2 — R,7 € N eine Folge von un-

korrelierten quadrat-integrierbaren £-Zufallsvariablen
mit E(X;) = p und V(X;) = ¢? < M fiir alle 7 € N. Dann
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gilt

Die Verallgemeinerung gegeniiber Satz (§8.2.1]) besteht darin,

dass die Zufallsvariablen unterschiedliche Varianzen haben
diirfen. Unter den genannten Voraussetzungen gilt — wie in

der dritten Gleichung angegeben — sogar das starke Gesetz
der grofen Zahlen. Siehe Chung [5, Seite 108]

Fiir korrelierte Zufallsvariablen deren zweite Momente eine
gemeinsame Schranke haben — also E(X;X;) < M - gilt so-
mit das Gesetz der groflen Zahlen im Allgemeinen nicht.
Solche Gesetze gelten jedoch unter als néchstes erlauterten
passenden Bedingungen. Diese stellen sicher, dass Abhangig-

keiten hinreichend schwach sind.
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8.3 GgZ bei Abhangigkeiten und
Ergodizitat

8.3.1 Definition: Es sei X; : 2 — R,7 € N eine Folge
von L2-Zufallsvariablen. (X;) heift schwach stationirer

stochastischer Prozess, falls

o E(X;) = p fiir alle ¢ € N. Alle Zufallsvariablen haben

den gleichen Erwartungswert.

o cov(X;, X;) = (i — j) fir alle ¢, j € N. Die Kovarianz
cov(X;, X;) von X; und X; hingt nur von der Differenz
1 — 7 ab.

8.3.2 Bemerkung: Es sei X; = X fiir eine Zufallsvariable
X mit E(X) = p, V(X) = 0. Dann gilt E(X;) = pund v(i—
7) = cov(X;, Xj) = cov(X, X) = 0% Also ist X; stationir.
Das Gesetz der grofsen Zahlen gilt natiirlich nicht:

1 n
W-lim—)» X, =X :
n 1mnizz1 = 1

8.3.3 Satz: Es sei X; : ) — R,7 € N ein schwach statio-
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narer Prozess. Wenn v, — 0,k — 0o, dann
1 n
£2—hm— E Xz = U
n
i=1

1 n
W.-lim — X, =
n 1m - Z 0

i=1
(Man sagt, dass X; mittelwert-ergodisch ist.)

Beweis: Karlin und Taylor [22] Seite 476] beweisen eine stér-
kere Aussage. Der Beweis von dort ist auf die hier betrachtet
Situation angepasst. Wir unterstellen 0.B.d.A., dass E(X;) =
0. Wir definieren cov(X;, X;) = v(i—j) = yp, h = i—j. Dann
folgt

n

E(s2) =S EX?)+2 Y E(X.X)

i=1 0<i<k<n
:n02—|—22 Z v(k — )
j=1 k=j+1

n—1 n—1 .
2 - 2 J
=no” +2 El(n—])vj:na +2n El (1_ﬁ> Y
j= j=

Wir erhalten als Bedingung fiir die £%-Konvergenz:

Wir weise jetzt nach, dass «; — 0 dafiir hinreichend ist.
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Zundchst wihlen wir m so grok, so dass |y;| < 5 fiir alle
t > m. Das geht, denn ~; — 0. Dann gilt fiir n —1 > m bzw.
firn>m+1

T
—_

<

)1

!%‘\ <

€
9"

[\DI(“)

1
n

S|
N)Im

1 <
n

T
s
K”h
s

Jetzt wihlen wir n > m + 1 (m bleibt fest), so dass

_Z”YJ Sg

Das geht, denn m ist fest.

Jetzt setzen wir die beiden Abschéitzungen zusammen:

1 n—1 1 m—1 1 n—1 c c
- S - < 4=
S hil=2d sy il <5+ 5=
j=1 j=1 j=m
Also
SR
n 4 K
7=1
Wir erhalten die gewiinschte Konvergenz
n—1 n—1 . n—1
1 J 1 J
—Z(l——)% <~ <1——>%§ [l =0
n 4 n n n
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8.4 Hauptsatz der Statistik —
Glivenko-Cantelli

8.4.1 Definition: Essei X, : 2 — R, 7 € N eine Familie von

identisch und unabhéangig verteilten Zufallsvariablen. Dann
heifst

1 1 —
Fn(xa w) - H Z H(—oo,:c] (Xz(w)) - E Z ]IXi(w)ga:
) 1=1

die empirische Verteilungsfunktion von X, ..., X,,.

Beachte: Fiir festes x ist w — F),(z,w) eine Zufallsvariable!

8.4.2 Satz: Es sei X, : {2 — R, 7 € N eine Folge von unab-
hiangig und identisch verteilten Zufallsvariablen mit Vertei-

lungsfunktion F'. Dann gilt fiir alle z € R

fs.- lim F,(x) = F(x)

n—0o0

Es gilt sogar (Satz von Glivenko-Cantelli)

£5- lim (Sup|Fn(x,w) - F(a:)|) — 0.

Beweis: Vgl. Henze [19, Seite 277]


www.mathstat.de

9 Asymptotische
Verteillung

9.1 Zentraler Grenzwertsatz

9.1.1 Satz (Lindeberg-Levy): Es sei X; : Q@ — Ri €
N eine Folge von unabhiingig und identisch verteilten £
Zufallsvariablen mit E(X;) = p und V(X;) = o* > 0 fiir alle
1 € N. Es sei

Sp = > X;
k=1
o _ Sp—np S, —E(S,)
" oyn std(S))

Dann konvergiert S* fiir n — oo in Verteilung gegen eine

Zufallsvariable mit Standardnormalverteilung; es gilt also

LV-lim S = Z, Z ~ N(0,1),

1 M0
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dabei hat Z die Verteilungsfunktion

1 T 2
Olz) = — e 2dz.
( ) vV 2T /oo
Beweis: Siehe Henze [19, S. 215f]

9.1.2 Satz (ZGS-MW-Approximation[t): Es sei E(X;) =
pund V(X;) = o2, Fiir grokes N ist

1
Xy = N(Xl—i-...—i—XN)

approximativ N (,u, UWQ) ;

2
XN@N(M,%).

Beweis: Zunichst beobachten wir

SJ*V_SJZ;%W_N(K/%M) _\/N(XNU—N).

Gemif ZGS ist S = VN (X]\;_”) naherungsweise NV (0, 1).
Also insbesondere E(S%) = 0 und V(S}) = 1. Ferner gilt

_ 1
XN:US]*V——F,LL

VN

LMW steht fiir Mittelwert und ZGS fiir Zentraler Grenzwertsatz.
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Dann folgt E(Xy) = p und

_ 1 1

» Vielleicht ist die Aussage Xy ~ N (,u, %) insbesondere
fiir Anwender noch interessanter als die, die man ZGS nennt.

Da die Varianz aber von N abhéangt, ist sie unbequemer.

9.1.3 Bemerkung: Gemal GgZ gilt

X —
(N M)—>0.
o)

Geméaf ZGS: Wenn man mit v/ N dann ergibt sich eine nicht-

triviale Verleitung

\/N(XN_“) — 2,7 ~ N(0,1)

o
9.1.4 Bemerkung: Wir beachten
V(Xy —p) = V(Xy) =

also auch

sd(Xy — ) = JLN

Die Standardabweichung wir also fiir grofseres N immer klei-

ner. Der MW liegt immer niher am Erwartungswert.
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Allerdings ist die Konvergenz langsam; namlich nur von
Ordnung N'/2.

9.1.5 Bemerkung: i.) Egal welches reellwertige Experiment
(mit endlicher Varianz) unabhéingig wiederholt wird, fiir hin-
reichend viele Wiederholungen entspricht die Verteilung der
standardisierten Summe der Zufallsergebnisse néhe-

rungsweise der Verteilung der Standardnormalverteilung,.

ii.) Wenn sich das Ergebnis eines Zufallsexperiments durch
unabhingige additive Uberlagerung einer grofen Zahl von
Zufallsgroken ergibt, dann erhalten wir ndherungsweise nor-

malverteilte Beobachtungen.

iii.) Salopp (vgl. Henze |19 216]): Eine Summe S,, aus vielen
unabhingig und identisch verteilten Summanden wvergisst —
bis auf Erwartungswert und Varianz vergisst — im Limes fiir

n — oo die Verteilung der einzelnen Summanden.

9.1.6 Bemerkung: Regelméfig verwendet man den Zentra-

len Grenzwertsatz als Grundlage fiir Approximationen.
i.) Die erste Variante betrachtet S, = > ,_; X.

S* ist fiir grokes n naherungsweise N (0,1). Wir kénnen al-

so die Wahrscheinlichkeiten P(S* < k) ~ ®(k) geméf der
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Standardnormalverteilung bestimmen. Ferner

Sy <k
Sn—n,u<

oyn
& S, —np < kovn

& S, <nu+kovn

— k

Wir erhalten dann die niitzliche Formel

P(S, < nu+ kov/n) = (k).

Analog fiir um Null symmetrische Intervalle

— k< S <k
Sn—nu<

oyn
& —koyvn < S, —nu < kovn

snp—koyvn < S, <nup+ kovn

&S — k< k

bzw.

& koyvn > nu— S, > —kovn
& S, +koyvn >nu> S, — kovn


www.mathstat.de

Manfred Jager-Ambrozewicz www.mathstat.de

Gemals ZGS gilt dann

P (S, + kovn > nu > S, — koy/n) ~ 20(k) — 1 bzw
P (nu — koy/n < S, < nu+ koy/n) = 20(k) —

wobei wir (k) — &(—k) = 2®(k) — 1 verwenden.

ii.) Die zweite (eigentlich dquivalente) Variante betrachtet

stattdessen den Durchschnitt. Es gilt

Sn—n,u_n(%sn_ﬂ)_%Sn—,u_Xn—,u
N R TN TN

~ N(0,1)

Also ist &

/\/_

Wir beobachten (analog zu oben) um symmetrische Intervalle

X,
k< e <

& —ko/vn< X, —p<ka/vn
sSpu—ko/vn< X, <pu+ko/vn

bzw.

X,

U/f
sSko/n>pu—X,> —ko/vn
X, —ko/vn>p> X, +ko/vn

—k <
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Gemals ZGS gilt
P (X, —ko/vn<p<X,+ko/vn)~ 20(k) — 1 bzw.

P(p—ko/vn<X,<p+ko/y/n)= 20(k)—1

9.1.7 Satz von Moivre-Laplace: Es sei (X;) eine Folge

unabhangiger Bernoulli-verteilter Zufallsvariablen und

1=1,....,n

und
g O (9.1)
np(l —p)
Dann gilt
i.V-limS'=27,7Z ~N(0,1). (9.2)

9.1.8 Bemerkung: Der Satz von Moivre-Laplace ist zwar
einerseits lediglich ein Spezialfall des Satzes von Lindeberg-
Levy. Andererseits wahrscheinlich aber die am haufigsten ver-
wendete Variante; vgl. Blitzstein und Hwang [4], S. 475|. Prak-
tisch verwendet man dabei die sogenannte Stetigkeitskorrek-

tur.

Also, wenn Y ~ Binomial(n, p), dann ist Y = X3 + ... + X,
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mit X; ~ iiBernuolli(p). Dann gilt die Approximation
Y <~ N(np,np(1 - p))
Dann

P(sz):IP’(k:—%<Y<k+%)
%®<k+1/2—np_> _®<k—1/2—np_>
np(l —p) np(l —p)

9.1.9 Bemerkung: Wir betrachten eine Umfrage, die er-

mitteln soll, wie viele Personen die Alternative A der Alter-
native B vorziehen; vgl. Grinstead und Snell [16, S. 333].
Wir fassen jede Antwort als das Ergebnis eines Bernoulli-
Experiments mit Erfolgswahrscheinlichkeit p auf. Erfolg
bedeutet, dass wir zuféllig jemanden gezogen/angerufen ha-

ben, der/die die Alternative A bevorzugt. Der naheliegende

Schitzer fiir p ist p = p = 2.
Wir beobachten zunéachst
S S, S, — pn
n n
S S, —

P /pa+p =

Vpan f\f
:Sn pn [pq

DN n
_ g P4

n X—Fp
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Jetzt konnen wir den zentralen Grenzwertsatz verwenden,
S .
denn S : \7}%” ist fiir grofes m niaherungsweise standard-

normal, also

P<p—2,/@<p<p+2,/@) ~ 0.954
n n

Mit dieser kénnen wir noch nicht konkret rechnen, p und q
sind nicht bekannt. Wir setzen noch p fiir p und ¢ fiir ¢ ein

(das ist eine weitere Approximation) und erhalten:

o p<ninyB) o

Das zufallige Intervall

<p—2\/@,p+2\/@>
n n

heift das 95%-Konfidenzintervall fiir den unbekannten (aber
festen) Parameter p. Mit einer Wahrscheinlichkeit von 0.95
enthélt dieses zufillige Intervall den Parameter p. Man darf
dabei nicht den Fehler machen und p als zufillig aufzufassen.
p liegt zufallig im Intervall, weil das Zufalls-Intervall den fi-
xen Wert p enthét. Die Abbildung in Grinsead und Snell [16],
S. 333] ist diesbeziiglich erhellend!

Die Lange des oben genannten Konfidenzintervall ist von ab-

hangig. Wenn das Konfidenzintervall zu lang ist, dann ist die
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Umfrage nicht sehr informativ. Das Umfrageinstitut mochte,
dass das Konfidenzintervall nicht langer als 0.06 ist. Es soll

ein Abschatzung fiir n ermittelt werden, so dass

P4 < 0.03

n

2

Verwendet man noch die Ungleichung pg < 1/4. Dann ist
n > 1111 hinreichend.

9.1.10 Beispiel (vgl. Blitzstein und Hwang [4]): Die
ZV X; seien unabhingig Bernoulli mit Bild(X;) = {0, 1}
und P(X; = 1) = 1. Gemik des GgZ gilt £.s.-lim Xy = p.

Es ist E(X;) = 5 und V(X;) = 1.

Also gemals ZGS-Approximation

_ 1 1
Xy ~ —, —
v AN (2’ 4]\7)
Fiir N = 100 liegt mit Wahrscheinlichkeit 0.95 X im Inter-
vall [0.4, 0.6].

Auf Basis dieser Beobachtung kann man einen Schnelltestf]

fiir die Fairness einer Miinze konstruieren.

2Das kann man auch anders besser machen. Deshalb liefert die obige Methode nur
einen approximativen Schnelltest.
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10 Malstheorie

10.1 Einfiihrung zur Mafitheorie

10.1.1 Bemerkung: i.) DAS grofartige Buch zur Maf- und
Integrationstheorie ist von Elstrodt [8]. Fiir dieses Kapi-
tel besonders geeignet ist aber unbedingt Henze |19,
Kapitel 8|. Ich habe auch andere Biicher gepriift, aber mei-
ne Favoriten sind Elstrodt und Henze. Eine andere sehr gute
Quelle ist Kiichler [25]. Eine ebenfalls sehr gute Quelle ist
das beriihmte Buch von Billingsley [2].

ii.) Wir haben schon (in WT1) etwas Maftheorie betrieben.
Fin Wahrscheinlichkeitsmaf ist namlich ein Mals mit der zu-

sitzlichen Eigenschaft P(Q2) = 1.

Wir betreiben jetzt Maltheorie allgemeiner. Wir wollen
systematisch (axiomatisch) erkliaren, wie man Men-
gen messen kann. Es geht dabei nicht mehr nur um Ereig-

nisse und deren Wahrscheinlichkeiten, sondern z.B. auch um
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Anzahl, Lange, Flache und Volumen von passenden Mengen.

Dabei gehen wir so vor. Wir definieren zunachst moglichst
einfach sogenannte Inhalte auf moglichst einfachen Struk-
turen (einfachen Teilmengensystemen) (sogenannten Halb-
ringen). Dann setzen wir so einen Inhalt zu einem Maf$
auf der erzeugten o-Algebra fort. Wir geben schliefslich Be-

dingungen an, so dass diese Fortsetzung eindeutig ist.

Fiir uns — mit Blick auf die Anwendung in der WT - am

wichtigsten sind die folgenden beiden Mafe:

e Das Lebesgue-Maf auf (R, B) bzw. auf (R", B"). Wi-
kipedia iiber Henri Lebesque.

e Lebesgue-Stieltjes-Mafse auch auf (R, B) bzw. auf
(R™, B™).
Lebesgue-Stieltjes-Male bei Wikipedia. Wikipedia iiber
Thomas Stietjes

10.2 Mengensysteme

10.2.1 Definition: Es sei ) # () eine nicht-leere Menge. Ein
Teilmengensystem H C P(2) heikt Halbring (oder Semi-
Ring) auf ), wenn gilt:

i) 0 eH,
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ii.) ABeH=ANBeH,

iii.) A, B € H = es gibt disjunkte C,...,C, € H mit
A\B=C14..40(C,.

10.2.2 Bemerkung: Bei der Bedingung iii.) wird nicht ge-
fordert, dass A\ B € H gilt! Es wird (nur) gefordert, dass sich
A\ B als disjunkte Vereinigung von Mengen aus H schreiben

lasst.

10.2.3 Beispiel: i.) Die Loravalle|{(a,b] | a,b € R,a < b}
bilden einen Halbring.
ii.) Die Menge der Kreise {B.(z)|z € R* ¢ > 0} bilden

keinen Halbring, denn der Schnitt von zwei Kreisen ist
i.A. kein Kreis.

10.2.4 Definition: a.) Es sei ) eine nicht-leere Menge. Ein
Teilmengensystem R C P(£2) heifst Ring, wenn gilt:

i) 0 eRrR,
ii.)A,BeR=AUBEeR,
iii.) A, BeR=A\BeR.

b.) Ist A ein Ring mit Q2 € A, dann ist A eine Algebra.

Tch glaube aufer mir, verwendet niemand den Begriff Loravalle. Mal sehen ...
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c.) Eine Algebra A bzw. ein Ring R heifit o-Algebra re-
spektive o-Ring, falls die Abgeschlossenheit ii.) beziilich U

auch fiir abzahlbare Vereinigungen gilt.

10.3 Inhalt, Pramaifs, Mals

10.3.1 Definiton: Es sei 2 = () und H C P(£2) ein Halb-

ring.
i.) Eine Abbildung p : H — [0,00] heift Inhalt, falls

p(0) =0 und fiir alle A; € H,i=1,...,n mit

JAieH, AnA; =0,i#

1=1

gilt:

H (U Ai) = ZM(Az')
i=1 i=1
(Beachte: Bei der Eigenschaft der o-Additivitdt wird
A; € H und [ A; € H vorausgesetzt).
ii.) Ein o-additiver Inhalt auf H heift Pramafl auf H.
iii.) Ein Maf ist ein auf einer o-Algebra definiertes Pramaf.

iv.) Wenn g ein Mak auf einer o-Algebra A C P(S2) ist,
dann heifit das Triple (€, A, ) ein Mafiraum.
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10.3.2 Bemerkung: Wenn (€2, A, 1) ein Mafraum mit p(€2)
1 ist, dann ist (€2, A, u) ein Wahrscheinlichkeitsraum

10.3.3 Bemerkung: Es sei ) eine Menge. Dann ist P((2)
eine o-Algebra. Warum suchen wir nicht nach einem Maf auf
ganz P(Q)? Fiir den Fall, dass €2 endlich oder abzéhlbar un-
endlich ist, haben wir (in WT1) regelméfig P(€2) verwendet.
Warum jetzt so kompliziert? Weil es im Allgemeinen nicht
geht; jedenfalls nicht so wie wir es gerne hatten. Die Aussage
wollen wir jetzt substantivieren. Drei beriihmte Resultate sol-
len diese Unmoglichkeit vorfithren. Wir betrachten 2 = R",
da dieser Raum fiir viele praktische Probleme (Lénge, Fla-
che, Volumen) angemessen ist. Ein bertihmtes Buch {iber die
Probleme beim mathematischen Messen ist Tomkowicz und
Wagon [37]. Dort werden die unten genannten Aussagen auch

mathematisch genau untersucht (und bewiesen).

Bemerkung: Eine Abbildung g : R" — R" heifst
Bewegung (Isometrie), falls ||z —yl|2 = ||8(x)—

B(y)]|| fur alle z,y gilt.

Eine Bewegung erhilt also alle Abstidnde. Wenn
wir eine Menge M C R" messen wollen, dann ist
es (wohl) verniinftig, dass sich das Mak der Menge

nicht andert, wenn wir die Menge (nur) bewegen.

Satz (Hausdorff): Das Inhaltsproblem ist auf
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R" n > 3unlésbar. D.h. Es gibt keine Abbildung
m : P(R") — R mit

e m ist endlich additiv

e m ist bewegungsinvariant, d.h. fiir alle Be-

wegungen 3 ist m(5(A)) = m(A))
e m ist normiert, d.h. m([0,1]") =1
Uber Felix Hausdorff bei Wikipeada
Satz (Vitali): Das MaRproblem ist unlésbar ]
Uber Giuseppe Vitali bei Wikipeada

Satz (Banach, Tarski): Essein > 1und A, B C
R™ seien beliebige Mengen mit nicht-leerem In-
neren. Dann gibt es abzédhlbar viele Mengen C}, C

R" und Bewegungen [, : R" — R", so dass

A=HC

Uber Stefan Banach bei Wikipeada
Uber Alfred Tarski bei Wikipeada

2Fiir alle n.
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10.4 Fortsetzungssatze

10.4.1 Definiton: Es sei K C P({2) ein Teilmengensystem.
Dann heifst

A ist eine o—Algebra
ADK

die von K erzeugte o—Algebra. ¢(K) ist die kleinste o-
Algebra, die IC enthalt.

Wenn also A eine o-Algebra mit & € A ist, dann gilt o(K) C
A.

10.4.2 Bemerkung: i.) Das obige Konstruktionsprinzip funk-
tioniert, denn der Schnitt beliebig vieler o-Algebren ist eine
o-Algebra (siehe Elstrodt [8, Seite 17|). Fiir Halbringe gilt
das nicht. Da wir mit Halbringen anfangen, ist das aber un-
problematisch. Denn: Wir suchen nicht nach erzeugten Halb-

ringen, sondern wir erzeugen mit Halbringen.

ii.) Es gibt eine Reihe anderer Mengensysteme, die je nach
Fragestellung (und insbesondere in Beweisen) wichtig sind:
Monotone Klassen, m-System, A-System (Dynkin-Systeme).
Auf diese Mengensystem sei hier nur aber nur kurz hingewie-

sen. Fiir Details vergleiche Elstrodt [§] und Kiichler [25].
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10.4.3 Bemerkung: Wir haben den folgenden Plan. Wir
starten mit einem Inhalt v auf einem Halbring H. Das ist
namlich eine relativ iibersichtliche Situation. Wir wollen v zu

einem Maf p auf der von ‘H erzeugten o-Algebra fortsetzen.

10.4.4 Satz (Fortsetzungssatz von Caratheodory): Es
sei H ein Halbring auf €2. v ein Inhalt auf H.

Fir A € P(QQ) definieren wir das dufere Mak von A

pA)=inf$ Y w(Ay) | Ay e, Ac| 4,
j=1

j=1
Ist 1 ein Pramak, so ist p ein Mak auf der von H erzeugten
o-Algebra A = o(H) und es gilt pup = v.

Beweis: Henze |19 Seite 313|

Uber Caratheodory bei Wikipeada

10.4.5 Bemerkung: Die obige Definition von p durch die
summierten Inhalte der Uberdeckungen nennt man die Ap-

proximation von aufien.

10.4.6 Definition: Ein Inhalt v heift o-endlich (o-finit),
falls es eine Folge von Mengen F; € ‘H mit v(F;) < oo und
Q=UE,.
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10.4.7 Satz (Eindeutigkeit der Fortsetzung): Es sei H
ein Halbring auf €2 und v ein o-endlicher Inhalt auf H, dann
ist die Fortsetzung gemals des Fortsetzungssatz von Caratheo-

dory eindeutig.

10.4.8 Bemerkung: Der Beweis der Eindeutigkeit bedient
sich des Konzept der Dynkin-Systeme.

10.4.9 Bemerkung: Das Programm nach Caratheodo-

ry?| geht also so:
1. Auf einem Halbring H definieren wir einen Inhalt v.

2. Wir weisen nach, dass der Inhalt v sogar o-additiv ist;

v ist also ein Pramals.

3. Die Satze von Caratheodory beschreiben wie wir ein
Maf auf o(H) erhalten.

Also:

Inhalt auf einem Halbring ~ Pramaf ~ Mal auf einer o-Algebra

10.4.10 Satz: Es gilt

i.) Die Menge der Loravalle {(a,b]|a,b € R,a < b} bil-

den einen Halbring.

3Auch diesen Begriff verwendet aufer mir wohl keiner.
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ii.) Die Abbildung
v:H—Rv(a,b])—b—a
ist ein Inhalt.
iii.) v ist sogar ein Pramak.

Beweis: Vgl. Billingsley [2, Seite 13ff]

10.4.11 Bemerkung: Der Beweis des vorhergehneden Sat-
zes verwendet den Uberdeckungssatz von Heine-Borel: Eine
Teilmenge des R" ist genau dann kompakt (also beschrénkt
und abgeschlossen), wenn jede offene Uberdeckung eine end-

liche Teiliiberdeckung enthalt.

10.4.12 Definition: Die von den Loravallen erzeugte o —Algebra
heift Borel’sche o—Algebra; sie wird mit B(R) bezeich-
net. Die Mengen in B heifsen Borelmengen. Auf den Lo-
ravallen definieren wir den Inhalt v wie im vorhergehenden

Satz. Das dann wie im Satz von Caratheodory definierte Maf

A B(R) — R heift Borel-Lebesgue-Mafs.
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10.5 Maifse mit F' definieren

» F'iir die flexible Definition des Erwartungswertes einer Zu-
fallsvariable X bendtigen wir sogenannte Stieltjes-Intregrale
(bzw. eigentlich Lebesgue-Stieltjes-Intregrale; dazu spater mehr).

Die Idee kann man an der folgenden Approximation erfassen:

E(X) :/XdF
~ T - (F(bl) — F(CLl)) + X9 - (F(bg) — F(CLQ)) + ...

Wir stellen uns vor, dass der Integrationsbereich in Interval-
le unterteilt wird: (aq, b1] U (ag, bo] U ... und Zwischenwerte
r1 € (a, by],... entnommen werden. Um diese Idee nachzu-
vollziehen betrachten wir die entsprechende Approximation

beim Riemann-Integral:
/$d$:£l}1 . (bl—a1)+x2-(b2—a1)+....

Wiéhrend die Zwischenwerte x; € (a;, b;] beim Riemann-Integral
mit den Lebesgue-Inhalten b; — a; multipliziert werden,
werden die Zwischenwerte beim Stieltjes-Integral mit den
Stieltjes-Inhalten F'(b;) — F'(a;) multipliziert. Wenn wir
uns weiter vorstellen, dass F' eine Verteilungsfunktion einer

Zufallsvariable X ist, dann erhalten wir

F(b;) — F(a;) = P*((a;, bi]).
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Der Stieltjes Inhalt erfasst also die Wahrscheinlichkeit fiir
einen Wert im Intervall (a;, b;] anstatt nur die Lange des

Intervalls (a;, b;]. Wann wire die Lénge angemessen?

10.5.1 Satz: i.) Es sei F': R — R nicht-fallend. Dann ist
v((a,b]) = F(b) — F(a) ein endlicher Inhalt auf den Lo-
vallen H [ Fiir zwei nicht-fallende Funktionen F,G : R — R

gilt vp = v genau dann, wenn F' — GG konstant ist.

ii.) Ist v : H — R ein endlicher Inhalt und FF : R — R
definiert durch

F(I)_{u(((),x]) ﬁ?erO |
—v((x,0]) firz <0

Dann ist F' nicht-fallend und v = vg.

Beweis: Siehe Elstrodt [8], Seite 39]
» Der Lebesgue-Inhalt A ergibt sich fir Fi(z) = x.

10.5.2 Definition: Fiir nicht-fallendes F' : R — R heifit vg
der zu F' gehorende Stieltjes Inhalt.

10.5.3 Satz: Es sei F': R — R nicht-fallend und v der zu
F' gehorende Stieltjes-Inhalt. vp ist genau dann ein Pra-

malfs, wenn F’ von rechts stetig ist.

*Ein Inhalt heift endlich, falls v(H) < oo fiir alle H € H.
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Beweis: Siehe Elstrodt [8], Seite 39]

10.5.4 Bemerkung: Die beiden vorhergehenden Séatze cha-
rakterisieren alle endlichen Inhalte bzw. alle endlichen Pra-
mafe auf den Loravallen. Ein endlicher Inhalt wird durch eine
bis auf Konstante eindeutig bestimmte nicht fallende Funk-
tion ' : R — R charakterisiert. Ein endliches Pramaf wird
durch eine bis auf Konstante eindeutig bestimmte nicht fal-

lende von rechts stetig Funktion F': R — R charakterisiert.

10.5.5 Definition: Es sei F' nicht-fallend und von rechts
stetig und vr der zu F' gehorende Stieltjes Inhalt. Das dann
wie im Satz von Caratheodory definierte Maf Ap : B(R) —
0, 1] heifst Borel-Lebesgue-Stieltjes-Mafs.

10.5.6 Bemerkung: Wir haben ein bemerkenswertes Pro-
gramm abgearbeitet. Es ist ganz offensichtlich, dass die Lo-
ravalle fiir die Anwendung sehr wichtig sind. Wir wollen

regelmifiig mindestens Loravalle messen.

Wir haben auch gesehen, wie alle Inhalte beschrieben wer-
den konnen, namlich durch eine nicht-fallende Funktion F' :
R — R. Wenn wir noch fordern, dass F' von rechts stetig ist,
dann erhalten so nach dem Programm nach Caratheodory

passende Make (Fortsetzungen) auf B.
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» Agenda: Wir wollen F' ist einen stetigen und einen diskre-

ten (Sprunganteil) zerlegen.
10.5.7 Definition: Eine Funktion J : R — R heifst Sprung-
funktion, wenn es

e cine abzahlbare Menge der Sprungstellen A C R gibt

und

e cine positive Funktion p : A — (0,00) der Sprunghd-
hen mit > aqy,, P(y) < oo fiir alle n € N und

o v € R,

so dass

_j o zyEAﬂ(O,x]p(y) fir x > 0
J(w) = ,, |
=D enn@o Ply) firz <0

10.5.8 Satz: Es sei F': R — R nicht-fallend und von rechts
stetig. Dann ist die Menge A der Unstetigkeitsstellen von
F abziahlbar.

Beweis: Vgl. Elstrodt [8, S. 43]

10.5.9 Satz: i.) Es sei F' : R — R nicht-fallend und von
rechts stetig. Dann gibt es eine nicht-fallende und von

rechts stetige Sprungfunktion ./ und eine nicht-fallende
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und stetige Funktion H : R — R, so dass F' = J + H.
ii.) Es gilt vp = vy + vyg.
iii.) Bis auf additive Konstanten sind die Funktionen J, H

eindeutig bestimmt.

Beweis: Elstrodt [8, Seite 43f]

10.5.10 Bemerkung: i.) Wir konnen geméfs des vorherge-
henden Satzes also insbesondere Verteilungsfunktion in einen

stetigen und einen Sprungteil zerlegen.

ii.) Man kann den stetigen Teil in einen absolut-stetigen (mit

Dichte) und eine singulédren Teil zerlegen.

10.6 Vollstandigkeit

10.6.1 Definition: Es sei (2, A, 1) ein Mafkraum. Dieser
Makraum heift vollstandig, wenn jede Teilmenge A C N
einer Nullmenge N (d.h. u(N) = 0) auch zu A gehort: A €
A.

10.6.2 Satz: Es sei (2, A, 1) ein Makraum. Es sei N das

System aller Nullmengen. Wir betrachten das Mengensystem

A=AUN
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und auf ./Zlv, die durch
H(A) = pu(A),A=AUN,Ac ANeN
definierte Abbildung .

Dann ist (2, A, &) ein vollstindiger Mafraum.

Beweis: Vgl. Elstrodt [§, Seite 71|

10.6.3 Definition: Das Mafk p aus dem vorhergehenden
Satz heilkt Vervollstandigung von pu.

10.6.4 ...
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11 Messbare Abbildungen

Quellen: Henze [19], Elstrodt [§)], Kiichler [25].

11.1 Grundlegende Begriffe

Fiir die Integration (im néchsten Kapitel) bendtigen wir un-
bedingt den Begriff der Messbarkeit von Abbildungen.
Die Messbarkeit steht zudem in einem unmittelbaren Zusam-
menhang zur Information, die in A enthalten ist. Salopp for-
muliert: Eine A-messbare Abbildung kann nicht mehr Infor-

mation als A anzeigen.

11.1.1 Definition: Es sei f : (2, A) — (€', A’) eine Abbil-
dung zwischen messbaren Raumen, dann heifst f messbar
falls f~1(A") € A fiir alle A’ € A’ gilt [also f~1(A) C A
Also: Das Urbild jeder im Zielraum messbaren Menge ist im

Startraum Raum messbar.
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» Wir benétigen den Begriff messbar insbesondere, wenn wir
auf der Zielmenge 0" messen wollen, aber zundchst nur ein
Mak auf dem Definitionsbereich €2 haben. Das ist bei Zufalls-
variablen der Fall. Die sind auf einem Wahrscheinlichkeits-
raum (€2, A, P) definiert und nehmen Werte in R an. Um das
Verhalten der Werte f(w) der Zufallsvariablen zu erfassen,
benotigen wir das Bildmak (die Verteilung). Um das Bildmafs

zu definieren, benotigen wir die Messbarkeit.

» Wir erinnern uns f~1(A’) ist die Menge aller w € €, die
von f in die Menge A" abgebildet werden: f(w) € A’

11.1.2 Definition und Satz: Es sei f: (Q,4) — (', A)
eine messbare Abbildung und g ein Maf auf (€2, .4). Dann

1St

V{W%MM
A (A = (A

ein Maf auf (€2, A").

v heiltt das Bildmaf$ von p beziiglich f.

Wesentlich vereinfacht wird der Nachweis der Messbarkeit

durch den folgenden Satz.

11.1.3 Satz: Es sei f : (2, 4) — (€2, A") eine Abbildung
und &£’ ein Erzeuger von A’; also o(&') = A’. Dann gilt: f ist
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genau dann messbar, wenn f~1(£’) C A.

» Wir miissen also nur f~1(E’) € fiir die E’ € £ untersu-

chen!

11.1.4 Definition: Es sei f : (2, 4) — (€2, A") eine Ab-
bildung. Die kleinste o-Algebra auf €2, so dass f messbar
ist, heifst die von f erzeugte o-Algebra. Sie wird mit o(f)

bezeichnet.

Kleinste o-Algebra bedeutet: Wenn A eine o-Algebra auf
ist, so dass f messbar ist, dann gilt o(f) C A.

11.1.5 Satz: Es gilt

o(f) ={f(A)|A" € A}

Beweis: Natiirlich muss {f~1(A4")|4" € A’} C o(f) gelten,
denn sonst wire f nicht o(f)-messbar. Aufserdem bleiben alle
Eigenschaften einer o-Algebra bei der Bildung der Urbilder
erhalten. Also ist {f }(A")|A" € A’} eine o-Algebra. Dann
kann {f~1(A’)|A" € A’} keine echte Teilmenge von o(f) sein.
Sonst wire { f1(A")|A" € A’} eine kleinere o-Algebra beziig-

lich der f messbar ist.

11.1.6 Beispiel: Wir betrachten Q2 = {1,2,3,4,5,6}, A =
{0,Q,{1,3,5},{2,4,6}} und Q' =R, A" = B. Wir betrach-
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ten die Abbildung f : {2 — R mit

8, falls w € {1,2,3}
flw) =
11, falls w € {4,5,6}.

a.) f ist nicht messbar.

b.) Esist o(f) = {0,{1,2,3},{4,5,6},Q}.

Wir beobachten auch, dass f(1) = 8 # 11 = f(5) ist. Die
Abbildung f ist auf der Menge {1, 3,5} nicht konstant.

> 0 =1{1,2,3,4,56} A ={0,Q,{1,3,5},{2,4,6}} erfasst
das Experiment des abgeklebten Wiirfels. f zeigt insbeson-
dere an, ob ein Ergebnis aus {1,2,3} gewiirfelt wurde. Das
funktioniert jedoch nicht, wenn die Information eigentlich
A= {0,Q,{1,3,5},{2,4,6}} ist. Wir kénnen 1 und 5 ei-
gentlich — also bei der Information A — nicht unterscheiden.
Die Abbildung zeigt aber unterschiedliche Werte fiir w = 1
und w = 5 an. Mit der Beobachtung von f kann man w =1
versus w = 5 doch entschieden. Messbarkeit von f wiirde be-
deutet, dass so was nicht passiert: An den Werten von f

kann man keine iiber A hinausgehende Information ablesen.

» Losung im Unterricht!

11.1.7 Satz: i.) Es sei ¢ eine reelle Zahl. Die Abbildung
f:(QA) — (R, B),w > c ist messbar.
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ii.) Die Indikatorabbildung 14 : (©,.4) — (R, B) fiir eine
Menge A C Q ist genau dann messbar, wenn A € A. Die
Messbarkeit der Indikatorfunktion entspricht also der Mess-
barkeit der Menge, die angezeigt werden soll.

iii.) Es sei A C 2. Die kleinste o-Algebra, so dass 14 : Q2 —
(R, B) messbar ist, ist {0,Q, A, A°}.

Beweis: i.) Essei B € B. Wenn ¢ € B gilt, dann f(w) =c¢ €
B fiir alle w € Q. Also f71(B) = Q. Wenn ¢ € B gilt, dann
f(w) =c ¢ Bfiirallew € €. Also f~1(B) = 0. Natiirlich gilt
0, € A (das gilt fiir jede o-Algebra). Also ist f messbar.

ii.) “=": Die Abbildung 1 4 sei messbar. Das Loravall (0.5, 1.5]
ist nattirlich eine Borelmenge (denn Borelmengen werden
mit den Loravallen erzeugt). Wegen der Messbarkeit von 14,
muss A = 1'((0.5,1.5]) € A gelten.

“<” Es sei A € A; dann ist auch A° € A. Natiirlich sind
auch 0,9 € A. Wir halten schon mal fest, dass unter der
Voraussetzung A € A die vier Mengen 0,9, A, A°c Ain A

liegen.

Essei B € B. Wenn 0,1 ¢ B, dann 1,'(B) = ). Wenn 0 € B
und 1 € B, dann 1,'(B) = A. Wenn 0 € Bund 1 ¢ B, dann
1,(B) = A° Wenn 0,1 € B, dann 1,'(B) = Q. Also ist
1,'(B) € A fiir alle B € B,
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iii.) Essei A C Q. {0,9Q, A, A°} ist eine o-Algebra; in der Tat
ist {0,9, A, A°} die kleinste o-Algebra, die A enthélt. Wir
haben im Beweis von ii.) gesehen, dass es genau vier Moglich-
keiten fiir ]1;11(B), B € B gibt und zwar genau die Mengen
{0,9, A, A¢}. Also ist 1, messbar beziiglich {0, ), A, A¢}

und eine kleinere o-Algebra kann es nicht geben.

11.1.8 Satz: Es sei K endlich und Z = {Z;|j € K} eine
Zerlegung von 2 # (). Dann gilt

a(Z)—{UZk]JCK}.

keJ

Es folgt insbesondere, dass Mengen ) #* A ¢ Z; nicht in
o(Z) liegen konnen; A € o(Z2).

» Feinere Information als Z; gibt es in ¢(Z) nicht.

Beweis: Wir beobachten zunéchst, dass

A=S |J ZlJck

keJ, JCK

eine o-Algebra ist. Dann beobachten wir: Wenn A’ eine o-
Algebra ist, die Z enthélt. Dann sind auch alle Menge aus
A in A’; die Mengen aus A ergeben sich als Vereinigung aus
Mengen von Z und A’ ist vereinigungsstabil. Also ist — wie

behauptet — A die kleinste o-Algebra, die Z enthélt.


www.mathstat.de

Manfred Jager-Ambrozewicz www.mathstat.de

11.1.9 Satz: Wenn f eine Abbildung mit endlichem Bild(f) =
{c1,....;cp} ist (0.B.d.A. ¢; verschieden), dann definieren die
Mengen Z; = f~1({c;}) eine Zerlegung Z = {71, ..., Z,} und
es gilt

a(f)za(Z):{UZk\JCK}.

keJ

Beweis: Die Mengen Z; = f~1({¢;}) bilden (natiirlich) eine
Zerlegung von ), denn Bild(f) = {c1, ..., cu}.

Wir miissen nachweisen, dass alle Mengen f~1(B), B € B in
{Ujes Zk | J C K} vorkommen und alle Mengen in {J,, Zi| J C K}
auch in {f~}(B)|B € B} sind.

Es sei B eine Borelmeng. Zunichst: Wenn f~1(B) = ), dann
ist ¢ ¢ B alle k. Also ist auch Uj mit ¢;e B Z; = (). Umgekehrt,
ist U it e jen L = 0, dann ist ¢; & B alle k. Dann gilt auch
f~YB)=10.

Es sei B eine Borelmenge mit f~(B) # (). Wir wollen
B= 1 %
7 mit CjEB

zelgen.

Es sei w € fY(B). Es sei B 3 f(w) = ¢ fiir ein geeignetes

[. Dann ist w € Z; und folglich auch w € |J Z;.

J mit ¢;€B
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Ist w € U, i ;e Zj, dann gibt es ein [ mit w € Z; und

c € B. Alsow € f71(B).

Wir haben nachgewiesen, dass

= J z

7 mit CjEB
gilt.

Auf der linken Seite stehen alle Mengen aus o(f) und auf der

rechten alle Mengen aus o(Z2).

11.1.10 Satz: Es sei Z2 = {7, ..., Z,} eine Zerlegung von
Q und f: Q2 — R eine Abbildung. f ist genau dann o(Z)-
messbar, wenn f auf den Mengen Z der Zerlegung konstant

1st.

An den Werten von f(w) = ¢; kann man nicht ablesen, wel-
ches w € Z; eingetreten ist; nur das irgendein w € Z; einge-

treten 1st.

Beweis: Angenommen f ist auf Z; nicht konstant, d.h. es
gibt c1,¢9,¢1 # ¢ und wi,wy € Zy mit f(wy) = ¢ #
co = f(wy). Wiire f o(Z)-messbar, dann miisste f~({c;}) €
o(Z) gelten (denn {c;} ist eine Borelmenge). Also auch A =
Y })NZ € 0(2); denn o(Z) ist eine o-Algebra. Dann
ist ) #£ A ¢ Zy; die strikte & Relation gilt wegen wy € Z.
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Ein solches A kann es in ¢(Z) nicht geben (das haben wir

vorne beobachtet). Also kann f nicht o(Z)-messbar sein.

Angenommen f ist auf den Mengen Z; konstant. Iiir jede
Borelmenge B gilt dann (das zeigt man wie im vorhergehen-

den Beweis)

= z.

j mit ¢;eB
Also f~Y(B) € a(2).
Q / R
gealf) h
R

yg9€o0(f)=3h:R— Rmit g(w) =h(f(w))

Abbildung 11.1: Schema zum Faktorisierungslemma

11.1.11 Satz (Faktorisierungslemma): Essei f : 2 — R
eine Abbildung und o(f) = f~1(B), die von f auf Q2 erzeugte
o-Algebra. Ferner sei g : 2 — R eine o(f)-messbare Abbil-
dung. Dann gibt es eine messbare Abbildung A : R — R mit

g(w) = h(f(w)).
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» Anschaulich: o(f) erfasst die Information (denn es ist die
kleinste o-Algebra, so dass f messbar ist), die zu f gehort.
Wenn auch g zu dieser Information passt, dann ist g nur
eine messbhare Transformation von f. g kann keine weitere

Information anzeigen.

» Wenn wir den Wert von g an der Stelle w bestimmen
wollen (was wir je nach Informationslage nicht kénnen), dann

bestimmen wir den Wert von f an der Stelle w und dann von

f(w) die Transformation h(f(w))

Beweis: Vgl. Kiichler [25], Seite 115] und Ubungsaufgabe ...
oder Shao |32, Seite 37| oder Henze |19, Seite 175].

Beweils: Wir betrachten zunichst eine elementare Funktion

g, d.h.
g = Z a;l g,
i=1

Gemals Voraussetzung ist g messbar beziiglich der von f er-

zeugten o-Algebra o(f) = f~1(B). Dann muss A; € o(f)
gelten. Da o(f) = f~!(B) muss es Borelmengen B; € B
geben, so dass A; = f~1(B;) gilt.

Dann definieren wir

h = Zn: ai]lBZ-
1=1


www.mathstat.de

Manfred Jager-Ambrozewicz www.mathstat.de

und rechnen nach, dass

g=hof

also

g(w) = h(f(w)) fiir alle w € Q

gilt.

... weiter in der Mitschrift

11.1.12 Beispiel: Es sei 2 = {1,2,3,4,5,6} und f(1) =
f(3) = f(5) = 8 und f(2) = f(4) = f(6) = 11. Dann ist
o(f)={0,2,{1,3,5},{2,4,6}}.

Ferner sei g(1) =1 und g(k) =0,k =2, ...,6. Die Abbildung
g ist auf {1, 3, 5} nicht konstant und deshalb auch nicht o( f)-
messbar. Gemaéfs des vorherigen Satzes kann es ein h nicht

geben. Angenommen doch. Angenommen es gibt ein h mit
g(w) = h(f(w)) fiir alle w € .

Dann

Wir erhalten den Widerspruch 0 = 1. Es kann so ein h nicht
geben.
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11.1.13 Beispiel: Es sei = {1,2,3,4,5,6}, f(1) = 17
und f(3) = f(5) =8 und f(2) = f(4) = f(6) = 11. Dann ist
ao(f)=1{0,{1},{3,5},{2,4,6},...,Q}.

Ferner sei g(1) =1 und g(k) =0,k =2, ..., 6.

11.2 Treppenfunktionen

11.2.1 Defintion: Eine messbare Funktion f : (Q,4) —
(R, B) mit endlicher Bildmenge heift Treppenfunktion. Be-
achte, dass die Messbarkeit Teil der Definition ist!

11.2.2 Satz: Wenn f : 2 — R eine Treppenfunktion ist,
dann gibt es reelle Zahlen aq,...,a,, und Ay, ..., A, € A

mit
m
f=2 il
j=1

Hinweis: Die Messbarkeit von f und A, ...., A,, € A sind
Teil der Definition der Treppenfunktion. Eine Abbildung, die
exakt so aussieht wie eine Treppe, deren Ay, ...., A, nicht alle

in A liegen, nennen wir nicht Treppenfunktion.

11.2.3 Definition: f ist eine Treppenfunktion in kanoni-

scher Form, wenn die a;; paarweise verschieden sind.
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11.2.4 Satz: Man kann eine Treppenfunktion immer in ka-

nonischer Form darstellen.

11.3 R und numerische Funktionen

» Eiir die Entwicklung des Integrationsbegriff ist es vorteil-
haft, auch oo und —oo als Funktionswerte zu zulassen. Dafiir
benotigen wir eine entsprechende Erweiterung der reellen

Zahlen /Achse sowie der Borelmengen.

11.3.1 Definition: Wir definieren den Mafraum (R, B)

R =R U {00, —0}
B={BUE|BeB,EC{—00,00}}.

Eine Funktion f : (©, A) — (R, B) heift numerische Funk-

tion.

11.3.2 Bemerkung: Es sei (a;) eine nicht fallende Folge in
R. Wenn die Folge beschrankt ist, dann konvergiert so eine
Folge. Wenn sie unbeschrankt ist dann konwvergiert sie nur

auf der erweiterten Achse und zwar gegen oc.

» Bezogen auf die Messarbeit wird es immerhin nicht kom-

plizierter:
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11.3.3 Satz: Eine numerische Funktion f : (©2,.4) — (R, B)
ist genau dann messbar, wenn f~1(B) € A fiir alle B € B.

Beweis: Vgl. Kiichler [25], Seite 92]

Der folgende wichtige Satz deutet an, wie wir spiter (insbe-
sondere bei der Entwicklung des Integrationsbegriffs) vorge-
hen wollen: Wir betrachten zunéchst Treppenfunktionen und
bilden dann anschlieflend Grenziibergang. Ob dabei Eigen-
schaften erhalten bleiben, miissen wir natiirlich iiberpriifen

bzw. durch passende Voraussetzungen sicherstellen.

11.3.4 Satz (Approximationssatz): Eine nicht-negative
numerische Funktion f : (2, A) — (R, B) ist genau dann
messbhar, wenn es eine Folge (u,) nicht negativer Treppen-

funktionen mit (u,) 7 f gibt.

Beweis: vgl. Kiichler [25], Seite 100] oder Tappe [36, Seite 104]
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12 Integration

12.1 Integral nicht-negativer

Treppenfunktionen

12.1.1 Definition: Fiir eine nicht-negative Treppenfunkti-

:Zm:ozll
j=1

on

auf einem Mafraum (€2, A, 1) definieren wir das Integral

i
von f beztiglich p (tiber 2 D

[ ran= [ ) duta Zow

'Das Integralzeichen wurde gemiif Elstrodt [8, S. 135] von Leibniz eingefiihrt und
stellt ein stilisiertes S (das fiir Summe steht) dar. In Elstrodt [8] findet sich dort
auch der Hinweis, dass der Begriff Integral von Johann Bernoulli geprigt wurde
und erstmals in einer Arbeit von Jacob Bernoulli erschien.
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12.1.2 Behauptung: Fir alle A € A gilt

/]lAd,LL = p(A).

Wenn p = P ein Wahrscheinlichkeitsmak ist, dann hat die
Behauptung die Form

E(14) = / 14dP = P(A).

12.2 Mals-Integral

12.2.1 Definition: i.) Fiir eine messbare nicht-negative nu-
merische Funktion f : (2, A, u) — (R, B) definieren wir das
Integral beziiglich n durch

/fd,u = sup {/ w dy | nicht-negative Treppenfunktion u < f} :

ii.) Es sei f eine messbare numerische Funktion und f* =

max{ f,0}, f~ = max{—f,0}. Gilt

/f*du < oo,/fdu < oo,

dann heiRt f integrierbar und wir schreiben f € L'(p).
Wir definieren dann das Integral beziiglich u

/fdu=/f+du—/fdu-
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12.2.2 Hilfssatz: Es sei f : (2,4, 1) — (R, B) eine mess-
bare nicht-negative numerische Funktion. Dann gilt fiir je-

de Folge nicht-negativer Treppenfunktionen (g;);cy mit

9 ) f
[odn 7 [ gan

Mit anderen Worten:

lim/gid,u:/fd,u:/hmgid,u.

12.2.3 Bemerkung: i.) Wenn wir ein Integral durch Grenz-
tibergang berechnen/definieren wollen, dann kénnen wir ir-
gendeine Folge von Treppenfunktionen mit ¢g; ' f wihlen.
ii.) Unter bestimmten Voraussetzungen kénnen wir also [
und lim vertauschen. Vgl. dazu auch den folgenden Satz so-

wie spater den Satz iiber die majorisierte Konvergenz.

12.2.4 Satz von der monotonen Konvergenz: Es sei
(fn)nen eine monoton wachsende Folge von messbaren nicht-

negativen numerischen Funkionen. Dann gilt:

[t g dp =t [ fudp

Beweis: Vgl. Elstrodt [8, Seite 139]

12.2.5 Satz von der majorisierten Konvergenz: Es sei
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f : © — R eine Folge von messbaren Abbildungen, die fast
iiberall konvergiert. Ferner sei ¢ € L' eine nicht-negative
Abbildung mit |f,| < g fast iiberall. Dann gilt:

i.) Fiir alle n € Nist f, € £! und es gibt f € £ mit
fn — [ fast iiberall.

ii.) Fiir jedes f € £! mit f,, — f fast iiberall gilt

tin [ fodu= [ gdu= [ f)d

hm/\fn fldp = 0.

und

Beweis: Siehe fiir i.) Bauer [1], 95f].

12.2.6 Satz: Esseien f,g € £ und o, 8 € R. Dann ist auch
af + g € L' und es gilt die Linearitit der Integration:

[tas+pg)du=a [ sdu+s [gdn

12.2.7 Satz (Monotonie der Integration): Fiir f, g € £!

mit f < g gilt
/fduéfgdu-

12.2.8 Satz (Dreiecksungleichung fiir die Integrati-
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on): Fiir f € £! gilt

\ / fdu‘ < [171an

12.2.9 Satz: Es sei f :  — R eine messbare Funktion.

Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:
i.) f € L' (dh. fistintegrierbar).

ii.) Es gibt eine nicht-negative integrierbare Funktion g €

L mit |f| < g. (so ein g heift Majorante)
i) £+, e Ll

iv.) Es gibt nicht-negative integrierbare Funktionen g, h €
L mit f=g—h.

v.) |f] e Ll
12.2.10 Folgerung: Wenn u(2) < oo, dann ist jede be-
schriankte messbare Abbildung integrierbar.

Beweis: Eine integrierbare Majorante ist g = M.

12.2.11 Bemerkung: Die Funktion

_J lfallsz e
ﬂ@_{ommxeR\Q
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heift Dirichlet Funktion und ist berithmt (beriichtigt). Fiir
die Einschrankung g = fjjo,1) von f auf das Intervall [0, 1] gilt
f € £1[0,1], By}, Ajo.1j)- Diese Funktion ist jedoch nicht

Riemann-integrierbar.

12.2.12 Bemerkung: f € £! impliziert, dass p({z : |f| =
oo}) =0.

12.3 Parameterintegrale

12.3.1 Satz: Es sei f : (a,b) X 2 — R eine Abbildung mit:
i.) Fiir alle Parameter t € (a,b) ist f(t,-) € L1

ii.) Fiir fast alle v € Qist f(-,z) : (a,b) — R stetig in
ty € (a,b).

iii.) Es gibt ein Intervall (¢, d) 3 ¢y und eine nicht-negative
Majorante g € £, so dass fiir alle t € (c, d) fast iiberall

Dann ist F': (a,b) — R mit

Ft) = [ ft0) dula).t € (0.1
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in ty stetig. Also

tlir%F = th_>r£1 /f (t,x) du(z fhmHtO f(t x) du(z)

Beweis: Vgl. Bauer [1], Seite 101f | oder Henze [19, Seite 337]

12.3.2 Satz: Es sei f : (a,b) x 2 — R eine Abbildung mit:
i.) Fiir alle ¢t € (a,b) ist f(t,-) € £

ii.) Die partielle Ableitung

( 9 s x))uo

existiert fur alle z € .

iii.) Es gibt ein Intervall (¢, d) 3 ¢y und eine nicht-negative
Majorante g € £, so dass fiir alle t € (¢, d)N(a,b),t #
to

0= f0n)| gy

t— 1,

Dann ist F': (a,b) —

/ft:z:du

in ¢y differenzierbar und %f(t, )i, € L' integrierbar und es
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gilt

d
Flt) = 5 (0, = 5 [ £t ) du / = Flto, ) du().

Beweis: Vgl. Bauer [1, Seite 102 | oder Henze |19, Seite 337|

12.4 Riemann-Integral

12.4.1 Satz: i.) Eine beschriankte Funktion f : [a,b] — R
ist genau dann Riemann-integrierbar, wenn die Menge der

Unstetigkeitstellen eine Lebesgue-Nullmenge bilden.

Eine Menge N C R heiftt Lebesgue-Nullmenge, falls A\(IV) =
0.

ii.) Wenn eine beschriankte Funktion f : [a,b] — R Riemann-
integrierbar ist, dann stimmen Riemann-Integral und Lebesgue-

Integral tiberein.

Beweis: Vgl. Elstrodt [8, S. 166]

12.4.2 Satz: Es sei I C R ein Intervall und f : I — R auf
jedem kompakten Intervall in I Riemann-integrierbar. Dann
gilt:

i.) f ist genau dann Lebesgue-integrierbar, wenn |f| unei-

gentlich Riemann-integrierbar iiber [ ist.
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ii.) Wenn |f| uneigentlich Riemann-integrierbar iiber [ ist,
dann stimmen das Lebesgue-Integral und das uneigentliche

Riemann-Integral iiberein.

Beweis: Vgl. Elstrodt [§, S. 168]

Wir kénnen trotz dieser scheinbaren Uberlegenheit nicht auf

das Riemann-Integral verzichten.

12.4.3 Bemerkung: Das uneigentliche Riemann-Integral

R-/ sm(m)dx
0 i

existiert (Elstrodt [8, S. 168f]). Aber \Sm )| ist nicht iiber
sin(x)

(0, 00) uneigentlich Riemann-integrierbar. Also ist * auch

nicht iiber (0, oo) Lebesgue-integrierbar. Ausgerechnet das
( )

Integral iiber =~ benotigt man fiir die Inversionsformel von

Levy fiir charakterlstlsche Funktionen

12.4.4 Bemerkung: Das vorliegende Kapitel liefert nur einen
CRASH-Kurs der Integrationstheorie. Details finden Sie in
der Mafi- und Integrationsbibel Elstrodt [§]. Fiir unsere
Zwecke sind insbesondere noch die Biicher von Kiichler [25]

und Henze [19] sehr empfehlenswert.


www.mathstat.de

13 Bedingte Erwartung —
bedingte
Wahrscheinlichkeit

Das Thema dieses Kapitels ist relativ schwer. Meine favori-
sierten Quellen sind die jeweiligen Kapitel aus Billingsley [2],
Kiichler [25], Williams [38], Williams [39] und die immer gute
Quelle Henze [19].

13.1 Bedingte Erwartungen gegeben B

Dieser Abschnitt ist eine elementare Vorbereitung und weder
ausreichend kommentiert noch genau (d.h. teilweise fehlen

die exakten Voraussetzungen fiir Formel und Aussagen).

13.1.1 Definition: Es sei X eine integrierbare Zufallsvaria-
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ble und eine B eine Ereignis mit P(B) > 0. Wir definieren

E(X -1p)

E(X|B) = =5

Vgl. die Hinweise in Williams [39, Seite 385]

13.1.2 Bemerkungen: Zwei Fille sind fiir die Anwendung

besonders wichtig. Wir geben die Ergebnisse ohne Beweis an.

Y diskret
E(Y|B) = Z yP(y|B)
Y mit bedingter Dichte

E(Y|B) = / yf(y|B)dy

Vgl. die Hinweise in Blitzstein [4], Seite 416]

13.1.3 Bemerkungen: Auch fiir die bedingten Erwartun-

gen gibt es eine Fallunterscheidungsformel

= iE(Y\BZ-)IP’(B

Vgl. die Hinweise in Blitzstein [4], Seite 416]

13.1.4 Bemerkungen: Varianzzerlegung ... Williams [39,
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Seite 392

VYY) =E(V(Y]X)) + V(E(Y|X))

13.2 Radon-Nikodym

Zunéchst fiihren wir den fiir den spiteren Gebrauch (insbe-
sondere in Beweisen) wichtigen Satz von Radon und Nikodym

eln.

13.2.1 Definition: Es seien pu, v zwei o-finite Make auf dem
Makraum (€, F). p heift absolut stetig beziiglich v, falls
fir alle B € F mit v(B) = 0 auch pu(B) = 0 gilt. In diesem
Fall schreib en wir u < v.

Gilt 4 < v und v < u, dann heiffen p und v aquivalent.

Bevor Sie die folgende Proposition lesen, sollte Sie sich die
e — 0 der Stetigkeit aus der Analysis anschauen: f ist geméak
Definition stetig in x, falls es fiir alle € > 0 ein 0 > 0, gibt,
so dass aus ¢ — xyp < § die Ungleichung f(x) — f(xg) < €
folgt.

Mit dieser Definition im Sinn ist die folgenden Begriffsbil-

dung angemessen.


www.mathstat.de

Manfred Jager-Ambrozewicz www.mathstat.de

13.2.2 Proposition: Es seien j, v zwei endliche Mafd| auf
dem Makraum (€2, F). Dann ist ¢ genau dann absolut stetig
beziiglich v, falls es fiir alle € > 0 ein 6 > 0 gibt, so dass fiir
alle A € Fmit v(A) <9 ist u(A) <e.

13.2.3 Satz (Radon-Nikodym): Es seien p, v zwei o-finite
Mafke auf dem Makraum (2, F).

i.) Wenn p < v, dann gibt es eine nicht-negative numerische

Funktion f : Q — Rsq mit
a.) f ist messbar.

b.) Fiir alle B € F gilt

u(B) = /B fdv = / 1pfdv.

ii.) f ist v-fast tiberall eindeutig.

13.2.4 Definition: Die Funktion f aus dem Satz von Radon-
Nikodym heifst Radon-Nikodym-Ableitung von u beziig-
lich v. Man schreibt:

_dp

f_dy'

'Wahrscheinlichkeitsmafke sind endlich!
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13.3 Bedingte Erwartung beziiglich F

Im folgenden benotigen wir regelméfig mehrere o-Algebren.
Wir beachten dabei folgende Konventionen: A bezeichnet

die mazimale Information des Experiments (€2, A, P); A wie

Alles.

Fiir Teilinformationen verwenden wir Sub-o-Algebren, fiir
die wir die typischerweise die Notation JF verwenden. Was
so eine Sub-o-Algebra erfasst, wollen wir an dem abgebilde-

ten abgeklebten Wiirfel erkléren.

Die ungeraden Zahlen sind rot abgeklebt und
die geraden Zahlen blau. Man kann die Zah-

len unter dem Klebeband erkennen, wir sol-

len/wollen uns aber vorstellen, dass wir die
Zahlen unter dem Klebeband nicht erkennen

konnen. Wir wissen lediglich welche Zahlen mit welcher Far-

be abgeklebt sind.

i.) Bestimmen Sie den bedingten Erwartungswert E(X|rot )
des Augenwerts, wenn Sie rot sehen! ii.) Wie hoch ist die be-
dingte Wahrscheinlichkeit P({1, 3}| rot )fiir {1,3}, wenn Sie

rot sehen?

13.3.1 Bemerkung: Wir betrachten eine integrierbare Zu-
fallsvariable X € £!. Als LagemaR enthilt der Erwartungs-
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wert E(X) Information {iber die Lage von X: Gemif des

GgZ verteilen sich bei unabhéngiger identischer Wiederho-

lung die Realisierungen durchschnittlich um E(X). Diese
Information iiber die Verteilung ist aber grob; nur eine einzel-

ne Zahl. Oft haben wir Zusatzinformation /Teilinformation /Fallunt.
iber die Werte von X.

Wir betrachten beispielsweise die Augenzahl X eines fairen
Wiirfels. Dann ist bekanntlich E(X) = 3.5. Angenommen
die geraden Zahlen auf dem Wiirfel werden blau und die un-
geraden Zahlen rot angeklebt. Dann konnen wir zwei Werte
ermitteln; je nachdem, welche Farbe wir sehen (je nach Er-

gebnis w) :

3 fallsw e {1,3,5 ir seh t
E(X|Farbinfo)(w) = alls w € { } [wir sehen rot]

4 fallsw € {2,4,6} [wir sehen blau]
Wir bemerken, dass die bedingte Erwartung eine Zu-
fallsvariable ist, den ihr Wert hangt von der zufalligen Zie-

hung w ab!

Diese Perspektive wollen wir formalisieren. Esist 2 = {1,2,3,...,6}
und A = P(2). Wir wissen schon, dass man die Teilinforma-

tion (die Farbinformation bei abgeklebten Wiirfel) durch die
folgende Sub-o-Algebra erfassen kann:

F=1{0,9,{1,3,5},{2,4,6}}.
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Wenn die Teilinformation F vorliegt, dann kénnen wir fiir
die Mengen in F entscheiden, ob sie eingetreten sind oder
nicht ] Wenn wir beispielsweise rot sehen, dann wissen wir,
dass {1, 3,5} eingetreten ist. Wir wissen auch, dass {2,4,6}
nicht eingetreten ist. Wir konnen jedoch nicht entscheiden,
ob 3 eingetreten bzw. nicht eingetreten ist. So genau/fein ist

die Teilinformation JF nicht.

Angenommen Y ist eine Zufallsvariable, die nur die Teil-
information in F/ verwendet. Mathematisch fordern wir

dann: Y ist F-messbar.

13.3.2 Satz (Kolmogorov): Es sei X : 2 — R eine inte-

grierbare Zufallsvariable auf (€2, A, P). Es sei F eine Sub-o-
Algebra von A. Dann gibt es eine P-f.s. eindeutig bestimmte

integrierbare Zufallsvariable Y mit:
a.) Y ist F-messbar.

b.) Fiir alle F' € F gilt

E(17Y) = E(1pX).

Beweis: Henze [19] Seite 171]

2Wir beachten aber den Hinweis von Billingsley (1995, S. 57 ff), dass wir streng
zwischen mathematischen Aussagen und deren Interpretation unterscheiden miis-
sen.
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13.3.3 Definition: Eine Zufallsvariable Y wie aus dem vor-
hergehenden Satz heift bedingte Erwartung’ von X gege-
ben/beziiglich F. Fiir die bedingte Erwartung schreiben wir
E(X|F).

13.3.4 Bemerkung: Was bedeuten die beiden Bedingun-

gen in der Definition der bedingten Erwartung?

Die Bedingung a.) bedeutet, dass Y sich nur auf die Informa-
tion in F bezieht. Mit diesem Aspekt haben wir uns relativ

ausfiihrlich im Kapitel 11 beschaftigt.

Die Bedingung b.) bedeutet, dass sich Y = E(X|F) auf al-
len Ereignissen F' € F durchschnittlich wie X verhélt:

E(Y;F) = E(1pY) = E(1;X) = E(X; F).

» Diese Aussage wird deutlicher durch die néchste Proposi-

tion.

13.3.5 Proposition: Angenommen F wird von einer Zer-
legung F;,i = 1,...,n,Q = |4 F; erzeugt; wir unterstellen
zudem P(F;) > 0. E(X|F) ist F-messbar und deshalb auf
den Mengen F; konstant. Es gilt in der Tat

E(X|F)(w) = E&ﬁ ) _ EI(;((FZ;) fiir w € F).

3Vorsicht: bedingte Erwartung und nicht bedingter Erwartungswert. Die gleichen
sich, sind aber nicht dasselbe. Details folgen.
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Wenn X zudem diskret ist, dann gilt

E(X|F)(w Z xIP’ = x| F;) fir w € F.
xeBild(X
Beweis: Da Y F-messbar ist, ist Y konstant auf Fj; sagen

wir = «;. Gemaf Satz von Kolmogorov gilt

E(1pY) = E(1pX).

Es ist
E(1rY) = auP(F)
Also gilt
B(XIF)(w) = o = g € F

Wenn X diskret ist, dann Bild(X) = {x1, 29, ...} (z; unter-
schiedlich).

Wir beobachten

Z ]1{X xk}xk

zeBild(X
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und weiterhin

E(1xX)=E | 1f, Z L) Tk
z,€Bild(X)

=E| Y alplix_,
2, €Bild(X)

=E| Y alpaeny
2, EBild(X)

= Y mE(lpax—s)
pEBild(X)

= Y mP(FEN{X =x)})

21, EBIld(X)

= Y mP(FEN{X =x)})

21, €Bild(X)

= ) mP{X =z} |F)P(F)

21, €Bild(X)

Also

EX[F)w) == Y xP{X =5}F)weF,
r1,€Bild(X)

13.3.6 Bemerkung: Wir miissen den Unterschied zwischen

E(X|F)(w),w € F;
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und

E(17X)

beachten. Der Wert E(X|F)(w),w € F; beriicksichtigt im
Nenner die Wahrscheinlichkeit, dass w € F; (also P(F}))
ist. Angenommen eine 1 wurde gewiirfelt, aber die ungera-
den Zahlen sind rot abgeklebt. Wenn wir mit diesem Wis-
sen die bedingte Erwartung bestimmen, dann rechnen wir
é 1—|—6 3—|—6 b= -1+1-3—|—1-5 entspricht nicht der Wahr-
82 hemhchkelt fiir eine 1 [die wére ] Die Wahrscheinlichkeit
l =3 e 5 beriicksichtigt im Nenner die Wahrscheinlichkeit fiir

eine ungerade Zahl P({1,3,5}) = %, denn wir wissen, dass

{1,3,5} eingetreten ist, denn wir sehen rot.

Der Wertﬂ E(1rX) hingegen verwendet die urspriinglichen
(a-priori) Wahrscheinlichkeiten P und nullt alle Werte mit
Urbildern auferhalb F;. Wir erhalten also fiir E(1xX) fast
so etwas wie einen bedingten Erwartungswert; die ungenull-
ten Wahrscheinlichkeiten geben untereinander die richtigen
Wahrscheinlichkeits-Proportionen an, addieren sich aber nicht
zu Eins. Wenn wir diese a-priori Wahrscheinlichkeiten durch
P(F;) = 1 teilen, dann erhalten wir die bedingte Erwar-
tung E(X|F)(w),w € F; berechnet mit den bedingten Wahr-

scheinlichkeiten.

Der Vorteil von E(1xX) im Vergleich zu E(X|F;) besteht

*Ohne |.. . Manchmal schreibt man E(X; F}).
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darin, dass wir die Voraussetzung P(F') > 0 nicht bendtigen.
Fiir die allgemeine Definition ist das komfortabler. In der all-
gemeinen Definition erstrecken sich die Gleichung iiber ganz
F und die Bedingung P(F") > 0 ist dann fiir mit ausschlag-
gebende Mengen P(F') > 0 nicht erfiillt

» Der folgende Satz fasst die wichtigsten Eigenschaften der
bedingten Erwartung zusammen. Die Formeln sind SEHR
wichtig fiir das Verstindnis und fiir das Rechnen
mit bedingten Erwartungen. Die Eigenschaft f.) nennt
man manchmal das Gesetz von der iterierten Erwar-
tung oder die Turmeigenschaft der bedingten Erwartung.
Die Turmeigenschaft und die Regel bei Unabhéngigkeit g.)
habe ich beim praktischen Rechnen mehr als 1000 mal ange-

wendet!

Die Eigenschaft i.) zeigt die grofe Bedeutung der bedingten
Erwartung fiir die Anwendung. Die bedinge Erwartung ist die
beste Prognose, wenn der Prognostiker iiber die Informa-
tion in F verfiigt [und der mittlere quadratische Fehler

das Qualitatskriterium ist|.

13.3.7 Satz: Es seien X, Xy, Xy integrierbare Zufallsvaria-
blen und F C A eine Sub-o-Algebra von A. Dann gilt
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a.) Fir alle ag, ay € R gilt P-f.ii.

E(Clel + OZQXQ‘.F) = Oél]E(Xl‘./r) + OéQE(XQ’.F)

b.) Ist X7 < X5, so gilt P-f.ii.

E(X1|F) < E(X|F)

c.) Ist X(w) = a, P-f.i., dann ist P-f.ii.

E(X|F)=a

d.) Ist F = {0,Q}, dann ist P-f.ii.

E(X|F) = E(X)

e.) Ist F = A, dann ist P-f.ii.

E(X|F) =X

f.) Ist G C F eine Sub-o-Algebra von F, dann gilt P-f 1.

E(E(X]F)G) = E(X]G) = E(E(X|G)|F)

g.) Ist V eine F-messbare integrierbare Zufallsvariable, dann
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ist P-f.1.

E(VX|F)=VE(X|F)

h.) Sind ¢(X) und F unabhéngig, dann gilt P-f.i.

E(X|F) = E(X)

i) Ist X € £% dann ist E(X|F) € £? und es gilt

E[(X — E(X|F))*] = min{E[(X - Y)]|Y € LY € F}

13.3.8 Definition: Es sei X eine integrierbare Zufallsva-
riable und Z : @ — R" ein Zufallsvektor. Es sei F =
Z~1B"), d.h. F ist die von Z erzeugte o-Algebra. . Dann
heift E(X|Z) = E(X|F) die bedingte Erwartung von X
gegeben 7.

» In der vorhergehenden Definition stammt die Teilinforma-
tion also aus einem Zufallsvektor, aber indirekt aus o(Z) und
nicht direkt aus dem Wert den Z angenommen hat. Die na-
heliegende Idee: Die Teilinformation kann direkt dem ange-
nommenen Wert des Zufallsvektor Z entnommen wer-
den (und nicht indirekt der o-Algebra F = Z~1(B")). Das
stimmt, wie das folgende sogenannte Faktorisierungslemma

zeigt. Dieser Zugang ist sogar natirlicher.
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3 F=0(Z) dann E(X|F)(w) = E(X|Z = Z(w))

. Z(w) -

E(X|F)(w) E(X|Z = Z(w)) = hZ(w))

R

Abbildung 13.1: Faktorisierungslemma fiir bedingte Erwar-
tungen bzw. bedingter Erwartungswert

13.3.9 Satz (Faktorisierungslemma fiir die bedingte
Erwartung): Es sei X eine integrierbare Zufallsvariable und
Z . Q0 — R" ein Zufallsvektor. Es sei F = o(Z) = Z~1(B")
die durch Z erzeugte o-Algebra. Es gibt eine B"-B messhare
Abbildung i : R" — R mit

E(X|Z)(w) = h(Z(w)) P-tii. .

» Wir wollen Erwartungen beziiglich X ermitteln. Dazu kon-
nen wir die Information beachten, die von Z erzeugt wird.
Wenn w eingetreten ist, dann ist die Erwartung E(X|Z)(w)

(und damit besser informiert als E(X)). Alternativ konnen
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wir den Wert Z(w) verwenden und h(Z(w)) ermitteln. h lie-
fert uns also die bedingte Erwartung als Funktion des Wer-
tes Z(w), den die Bedingung annimmt. Es fiigt sich also alles
schon zusammen. Wir definieren dementsprechend den be-

dingten Erwartungswert wie folgt.

13.3.10 Definition: Die im vorhergehenden Satz genannte
Abbildung A : R"™ — R heikt der bedingte Erwartungs-

wert von X gegeben Z = z. Wir schreiben dafiir
h(z) =E(X|Z =2z2),z € R".

z — E(X|Z = z) ist also eine Abbildung von R" nach R.

Das Argument ist z (hier blau markiert).

13.3.11 Bemerkung: i.) Es gilt geméf Definition P-f.ii.
E(X|o(Z))(w) = E(X|Z)(w) = E(X|Z = Z(w)).

ii.) Wir miissen trotzdemﬂ die bedingten Erwartungen
E(X|F) von den bedingten Erwartungswerten E(X|Z =
z) unterscheiden. In beiden Féllen werden Erwartungen von

X gebildet und es kommt das gleiche heraus. Aber:

e Der Definitionsbereich von E(X | F) ist 2. Was erwarten

wir fiir X, wenn wir den Information o(Z) haben und

5Trotz des Gleichheitszeichens.
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w eingetreten ist.

e Der Definitionsbereich von E(X|Z = z) ist R". Was
erwarten wir fiir X, wenn wir den Information haben,

dass z eingetreten ist.

e Die gleiche Antwort erhélt man, wenn z = Z(w) ist.

» Zwei fiir die angewandte besonders wichtige Fille — die
man zudem auch elementarer hiatte behandeln konnen — sol-
len in den anschliefenden Propositionen behandelt werden.

(1) Das Bild von Z ist endlich und (2) X und Z haben eine

gemeinsame Dichte.

13.3.12 Proposition: Es seien X und Z reellwertige Zu-
fallsvariablen auf (€, F,P) und Bild(Z) = {z1,...,2,} mit
P(Z = z) > 0. Die von Z erzeugte o-Algebra wird durch
die Zerlegung {Z = z;} erzeugt. Ferner, eine Zufallsvariable
Y ist genau dann beziiglich (Z) messbar, wenn Y auf den

Mengen {Z = z;} konstant ist.
Es sei fiir z; € Bild(Z)

IP)(X e BANZ = Zz)

P(X € B|Z = z) =
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Dann gilt fiir z; € Bild(Z)
E(X|Z =z) = /XdIP(X € dx|Z = z).

Ist auch X diskret, d.h. gilt Bild(X) = {1, ..., 21}, dann ist

E(X|Z=2)=) xPX=x|Z=z)
Z ]P)X—CCZ/\Z—ZZ)
— €T
P(Z = z)

13.3.13 Beispiel: 2 = {&, #, O, O} mit den Wahrschein-
1 2 3 4

107 107 107 10°
Die Zufallsvariable X : 2 — R habe die Werte (wieder in der
Reihenfolge) 3,4,5,6 und die die Zufallsvariable Z : Q@ — R

habe die Werte (wieder in der Reihenfolge) 10,10, 11, 11.

lichkeiten (in der entsprechenden Reihenfolge)

Bestimmen Sie:

a.) E(X|o(Z)) und
b.) E(X|Z = 2).

13.3.14 Proposition: Es seien X und Z zwei (reellwertige)
Zufallsvariablen mit gemeinsamer Dichte f. Es gilt also fiir
Bl, B, € B:

]P’((X,Z)EleBg):/B i f(z,z)dxdz.

Wir bezeichnen die Randdichten mit fx bzw. fz und wir
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definieren

flal2) = { ey falls f2(2) #0

0 sonst.

Dann gilt fiir den bedingten Erwartungswert von X gegebe-

nen 4 = z

E(X|Z =z2) = / xf(x|z)dx.

R
Beweis: Es sei
ol2) = [ wflalz)d.
R

Wir miissen beweisen, dass fiir alle B € B

E(15(2)9(2)) = E(1(Z)X)
gilt. Es gilt in der Tat

E(15(2)9(Z)) =
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13.3.15 Beispiel: ...

fle.y) = 5 o)

13.4 Bedingte Wahrscheinlichkeit und
bedingte Verteilung

13.4.1 Bemerkung: Es sei (€2, .A,P) ein Wahrscheinlich-
keitsraum. Es seien A, B € A Ereignisse, wobei 0 < P(B) <
1. Wir interessieren uns fiir die Wahrscheinlichkeit von A.
Ohne Information ist die gleich P(A). Wenn A und B nicht
unabhéingig sind, dann kénnen wir die Wahrscheinlichkeitseinschét-

zung fiir das Eintreten von A anpassen, wenn uns Information

tiber B bzw. B¢ vorliegt:

P(A|B) falls w € B
flw) =
P(A|B°) falls w € B¢

Wir betrachten wieder den abgeklebten Wiirfel (rot unge-
rade, blau gerade) und das Ereignis mindestens eine vier
gewtirfelt zu haben; A = {4,5,6}. Ohne Information ist
P(A) = 1 Wenn wir rot sehen, dann ist P(A|rot ) = 1

3
und P(A| blau ) = £

Beachte: f(w) ist eine Zufallsvariable, denn sie hingt vom

Ergebnis ab (iiber das wir aber nicht volle Kenntnis haben).
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f(w) beantwortet die Frage: Welche Erwartung haben wir,

wenn w eingetreten ist, wir aber nur F (die Farbe) wissen.

Wir wollen die Situation formalisieren. Die Vorinformation
wird wieder durch eine o-Algebra reprasentiert, also F =
{0,Q, B, B°}. Wir schreiben f = P(A|F). f ist eine Zu-
fallsvariable, denn je nach Ergebnis ergibt sich eine andere

bedingte Wahrscheinlichkeit
f hat zwei Eigenschaften
a.) f ist F-messbar

b.) Fiir alle F' € F gilt

/ P(A|F)dP = P(AN F)

Es ist fur F = {1, 3,5}
1

und mit zp = P(A|F)({1}) = P(A|F)({3}) = P(A|F)({5})

|diese Werte miissen wegen der geforderten JF-Messbarkeit
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gleich sein]

/ P(A|F)dP = E(1,P(A|F))

= 1()P{1))zr + 1p2)P{2 ) ar + .. + 1p(6)PH{6}) 2z

=P({1})zr + P({3})zr + P({5})zr

= (PU{1} + P({3) + PU5H)or = or

Also gilt

1/6 1
R — P(A|F)

13.4.2 Satz: Es sei (€2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum,
F C A eine Sub-o-Algebra von A und A € A ein Ereignis.
Dann gilt

i.) v(F)=P(ANF),F € F ist ein endliches Maf auf F.
i) v < P.

iii.) Es gibt eine F-messbare P-integrierbare Abbildung f

mit

IP’(AHF):z/(F):/deP’,FEJ—"

13.4.3 Definition: Die Funktion f aus dem vorhergehenden
Satz heifst die bedinge Wahrscheinlichkeit von A beziig-
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lich F. Sie wird mit
f=P(A|F)

bezeichnet.

13.4.4 Satz: Die folgenden beiden Bedingungen charakteri-
sieren die bedinge Wahrscheinlichkeit:

a.) P(A|F) ist F-messbar
b.) Fiir alle F' € F gilt

/ P(A|F)dP = P(AN F)

13.4.5 Satz:
P(A[F) = E(14|F)

13.4.6 Bemerkung: Manchmal ist die folgende Formel leich-

ter

/ P(A|F)dP = E(1pP(A|F))

13.4.7 Bemerkung: Fiir die Interpretation der Bedingung
b.) beachten wir fiir den diskreten Fall 0 = {wy, ..., wi} ei-
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nerseits

/ P(A|F)dP = / 1, P(A|F)dP
F Q
k

= Lp(wp)P(A|F) (wi)Plwy)

1=1

und andererseits die diskrete Cocktail-Formel

P(A) = P(A{w1})P({wr}) + - + P(A{wr 1) P({w )
= E(P(A[{w1}))

Also lautet die Bedingungen b.)

P(ANF)

_ P(AN F|F)P(F)

_ P(AN FIF)P(F|{wr ) Pwr) + . + P(F|{wi ) Pwp)

1w P(AN i DPA ) + o+ 1p(we)P(A N F[{w ) P({we])
= E(1p(w)P(A{w}))

_ /Q 1, P(A|F)dP.

Bei dieser Bedingung wird also das Prinzips der Cocktail-

Formel auf alle Ereignisse A N F, F' € F angewendet.

Wir betrachten nochmal F = {0,Q,{1,3,5},{2,4,6}} und
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A = {4,5,6}. Dann ist (diesmal) fiir F' = {2, 4,6}
2
P(ANF) = 5

und mit z = P(A|F)({2}) = P(A|F)({4}) = P(A|F)({6})
|diese Werte miissen wegen der geforderten F-Messbarkeit

gleich sein|

/Q L P(A|F)dP = P({2}) 2 + P({4})zp + P16}z

= (B({2)) + P({4)) + B{6})zp = 55

Also
2 1
62"
bzw.
2/6 2 ~
n=—=—-=P(A|F
13.4.8 Satz: Es gilt
a.) Es ist P-f.ii.
P(Q|F) =0

b.) Es ist P-f.ii.
P(QIF) =1
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c.) Fiir alle A € A ist Pl

0 < P(A|F) < 1

d.) Fiir (A;)jeny mit A;NA; =0,1# j gilt P-f.i..
P (@J AA]—") = P(A|F)
=1 1=1

13.4.9 Bemerkung: i.) Es sei (€2, A, P) ein Wahrscheinlich-
keitsraum, F C A eine Sub-o-Algebra von A, w € (). Dann

1st
A P(A|F)(w)

i.A. kein Wahrscheinlichkeitsmals, obwohl die Eigenschaf-
ten von P(A|F) die Vermutung begriinden. Die Eigenschaf-
ten gelten nur P-f.ii. und die Ausnahmemengen héngen i.A.
von A ab. Man kann in der Tat Beispiele konstruieren, so
dass P(A|F) kein WM ist. Unter bestimmten Voraussetzun-
gen — die zudem in der Anwendung besonders relevant sind
— kann man aber doch aus den P(A|F), A € A ein Wahr-

scheinlichkeitsmalft konstruieren.

ii.) In diesem Paragraphen haben wir die bedingte Erwartung
E(X|F) definiert. (Unbedingte) Erwartung sind P-Integrale.
Sind bedingte Erwartungen Integrale beziiglich be-
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dingter Wahrscheinlichkeiten? In der Tat haben wir ge-
rade bedingte Verteilugnen P(A|F) definiert. Die Vermutung

ist naheliegend, dass
E(X|F) = /XdIP’(-]]—").

gilt. Die Aussage aus i.) zeigt, dass man vorsichtig argumen-

tieren muss, denn P(-|F) ist im allgemeinen kein WM ist.

13.4.10 Satz: Es sei (€2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum,
X eine Zufallsvariable, 7 C A eine Sub-o-Algebra von A.
Dann gibt es eine Abbildung (einen sogenannten Markov-

kern)
w:BxQ—NR
mit

a.) Fiir alle w € Q ist

(w) = B — [0, 1]
S B — u(B,w)

ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf (R, B).

b.) Fiir alle B € B ist

p(B,:) = P(X € BIF)(:).
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1 heifst die bedingte Verteilung von X beziiglich F.

Beweis: Siche Billingsley [2], S. 339]

13.4.11 Satz: Essei (€2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum,
X eine reellwertige Zufallsvariable, 7 C A eine Sub-o-Algebra
von A und p(-,-) =P(X € - |F)(-) eine bedingte Verteilung
von X beziiglich F. Es sei ferner f : R — R eine B-messbare
Abbildung und f o X eine P-integrierbare Zufallsvariable.
Dann gilt

E(f(X)|F)w) = [ F(X)pldA, w)

Beweis: Vgl. Miirmann [27, Abschnitt 13.3]

13.4.12 Beispiel: Prototypisches Beispiel ... und Formel

13.5 Totale Wahrscheinlichen

13.5.1 Satz (Gesetz(e) von der totalen Wahrschein-
lichkeit):
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i.) X, Y haben Dichten

(&mﬁ—/mfkﬂﬂwhﬂmw

ii.) Y hat eine Dichte, X diskret

MXx)t[wMXnyﬁﬂw@

(0. 9]

iii.) X hat eine Dichte, Y diskret

fx(@) = fx(@]Y =y)P(Y =y)

Beweis: Blitzstein und Hwang [4].

13.5.2 Satz und Definition: Faltung ...
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14 Erzeugende

Funktionen



15 Charakteristische

Funktionen

15.1 Komplexe Zahlen

15.1.1 Bemerkung: i.) Komplexe Zahlen geben wir re-

gelméafig in der Form
2=+ 1y

an. Dabei ist ¢ = v/—1. = heikt Realteil von z und y der
Imaginarteil von z. Die kompelxe Zahl z = x — iy heilt die

zu z konjugiert kompelxe Zahl.

ii.) Unter einer komplexen Zahl kann man sich auch einen

Punkt (x,y)? der komplexen Ebene vorstellen:

, x
Z2=T 41y = ()
Y
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Die Abbildung zeigt die komplexe Ebene mit der komplexen
Zahl z = —% + 21.

1-R
LT
z2=x+1-Y

\
\

iii.) BEs gilt: |[2]|> = 22, ||2]| = V22 + 92 und 2 = 2 & 2 €
R.

iv.) Es gilt
e'? = cos(¢) + isin(¢)
e = W
el =1

Bekanntlich kann man dann komplexe Zahlen auch mittels

Betrag und Winkeln darstellen.
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1R

z = |z|e?®

15.2 Definition und grundlegende
Eigenschaften

15.2.1 Definition: Es sei X eine Zufallsvariable. Die Ab-
bildung

Yy : R = C,t— E(e™)

heilt charakteristische Funktion von X.

15.2.2 Bemerkung: i.) Eigentlich wére es besser von der
charakteristische Funktion einer Verteilung zu sprechen, denn

die Verteilungsfunktion legt die charakteristische Funktion
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fest.

ii.) Die Abbildung ¢ — E(e“*) kann man sich als Graph in
R? veranschaulichen. Fiir jedes ¢ erhilt man eine komplexe
Zahl E(e"X) = Ecos(tX) +i-Esin(tX) (die man sich als 2-
dimensionalen Vektor vorstellen kann). Insgesamt erhalt man
Kurven wie sie in beiden Panels der Abbildung darge-
stellt sind. Dabei ist ¢ auf der vertikalen Achse abgetragen.
Die blaue Kurve zeigen die CF der Standardnormalver-
teilung mit © = 0 und o = 1; die Kurve verlauft komplett
in der reellen Ebene. Die rote Kurve zeigt die CF der Nor-
malverteilung mit 4 = 5 und o0 = 1. Die beiden Panels

zeigen die gleichen CFen; der Blickwinkel ist variiert.

Die Abbildung zeigt die CFen der Gleichverteilungen auf
[—1, 1] (blau) bzw. auf [0, 1] (rot). Die CF der Gleichvertei-

lung auf [—1, 1] ist reellwertig. Es gilt Wyyig—1.1)(t) = =5~

iii.) Die fiir die charakteristische Funktion relevante Infor-
mation iiber die Zufallsvariable X ist bekanntlich komplett
durch die Verteilungsfunktion, also in der Abbildung

FX R —[0,1],2— P(X < x)

enthalten.

Nach der Transformation zur charakteristische Funk-
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tion erhalten wir die Abbildung
VxR = C,t— E(e"™).

Spater werden wir sehen, dass wir die Transformation ein-

deutig umkehren kénnen. Schematisch:

cf—Transformnation\

Fx > Ux

F /Inverse—cf—transformnation w
X S

X

Fazit: Man kann die Verteilung einer Zufallsvariablen wahl-
weise durch die Verteilungsfunktion oder die charakte-

ristische Funktion représentieren.

15.2.3 Beispiel: Es sei X ~ Bernoulli(p). Dann gilt

Yx(t) =E(e"™) = (1 —p)e"” + pe'"! = (1 —p) + pe.

0 und e! sind Punkte auf dem Einheitskreis. Von diesen

Punkten bilden wir die Konvexkombination Erwartungswer-

tes.

15.2.4 Satz. Es sei X eine Zufallsvariable mit charakteris-
tischer Funktion ¥ x. Dann gilt

i.) ¥x(0) =1 und |[¢x(t)] <1 fir alle t € R.

ii.) ¥y ist gleichméfig stetig.
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111) ¢X<—t> = lﬂx() fir alle t € R.

iv.) Yappx(t) = e -y (at) fiir alle a,b,t € R.

15.3 Inversion

15.3.1 Satz (Inversionssatz von Levy): Es sei ¢x(t) die
charakteristische Funktion der Zufallsvariable X mit der Ver-

tilung PX. Dann

1 T e—@ta _ e—ztb

. 1 X X 1 X
Jm o P Yx(t)dt = 5P ({a})+P7 ((a, b)) +5P7 (10})

Wenn zudem [, |Ux(t)|dt < oo, dann hat X eine stetige
Dichte und es gilt

1 —itx

so dass wir eine schone Dualitdt

/()

Px(t) = / e f ()t

gilt.
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15.4 Stetigkeit

15.4.1 Satz (Stetigkeitssatz von Levy-Cramer): Es sei
X eine Folge von Zufallsvariablen mit Verteilungstunktionen
X; ~ Fj und charakteristischen Funktionen ;. Dann ist

aquivalent

i.) Es gibt eine Verteilungsfunktion F' mit F; RNy )

ii.) Fiir jedes t € R existiert ¢(¢) = lim;_,~ 9;(¢) und die
Funktion () ist stetig im Nullpunkt.

Falls i.) oder ii.) gilt, dann ist ¢ die charakteristische Funk-

tion von F':
(t) / AP ().
15.5 Unabhangigkeit

15.5.1 Satz: Wenn die Zufallsvariablen X, ..., X,, unab-
hangig sind, dann gilt

n
Uxpeax, = | [ ¥x,
j=1

15.5.2 Bemerkung:
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cf of normal

-05 0
05

Re() ) Im(¥)

cf of normal

- M o N

Abbildung 15.1: CF der Standardnormalverteilung (blau)
und der Normalverteilung mit 4 = 5 und
o = 1. Quelle: Eigene Darstellung mit dem
Matlab Code plot3dSomeCFs.m.
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cf of normal

50

40

Im(T) 0 05 Re(F)

Abbildung 15.2: CFen der Gleichverteilungen auf [—1, 1]
(blau) bzw. auf |0, 1] (rot). Quelle: Ei-
gene Darstellung mit dem Matlab Code
plot3dSomeCFs .m.
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16 Statistik

16.1 Vorbereitung

16.1.1 Bemerkung: Von einem Ezperiment haben wir Da-
ten erhoben. Wir wollen auf Basis dieser Daten und mit sta-
tischen Methoden Erkenntnisse iiber den Daten generie-

renden Mechanismus gewinnen.

Die folgende Einteilung der statistischen Methoden ist iib-

lich und niitzlich:
1. Beschreiben
2. Schatzen
3. Testen

Bevor man mit der statistischen Analyse anfangt, muss man

sich mit grundlegende Aspekten von Daten, der Datenerhe-
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bung und der Beschreibung von Daten beschéftigen.

Daten: Von statistischen Einheiten (Merkmalstrager) wer-
den Merkmale erhoben/gemessen/beobachtetl| Die Merk-

male werden dabei anhand einer Skala erfasst/gemessen.

Die Messung einer konkreten Ausprdagung eines Merkmals be-
ruht auf einer Skala, die die mdglichen Merkmalsausprdgun-
gen (z.B. Messergebnisse) vorgibt. Eine Skala reprisentiert
eine Vorschrift, die jeder statistischen Einheit der Stichprobe
einen Beobachtungswert zuordnet. Dieser Wert gibt die

Ausprigung des jeweils interessierenden Merkmals an (vgl.

Burkschart [?, S. 10f.]).
Bei Skalen unterscheidet verschiedene Skalenniveau.

nominal Die mdglichen Werte sind nur Namen;

beispielsweise rot, griin, blau, ...

ordinal Die mdglichen Werte haben eine Ord-
nung; Schulnoten (Die Pridikate sehr gut,
gut, befriedigend, ...); Umfrage tiber Grad
der Zustimmung zu einer Aussage (Stimme
gar nicht zu, Stimme etwas zu, Stimme zu,

Stimme ausdriicklich zu)

intervalskaliert Die moglichen Werte des Merk-

'Ubersicht in Fahrmeier [1T} S. 14].
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mals konnen durch Zahlen erfasst werden und
die Abstdande zwischen diesen Zahlen haben
eine feste Bedeutung. Diese Bedeutung ist
bis auf eine affine Umrechnung gleich. |Tem-

peratur in Grad Celsius oder in Fahrenheit]

verhaltnisskaliert Es gibt fiir alle Skalen in de-
nen das Merkmal gemessen wird einen ge-
meinsamen Nullpunkt. Die Quotienten der
Zahlen haben die gleiche Die Existenz eines
absoluten Nullpunktes erlaubt Aussagen tiber
Grifsenverhdltnisse. Deshalb spricht man von

der “Verhdaltnisskala” Ist etwa ein Objekt dop

pelt so lang wie ein zweites Objekt, so bleibt
diese Aussage korrekt, egal ob die Lingen in
Meter, Zentimeter oder in Zoll ausgedriickt
werden, da auf diesen Skalen der Wert Null
die gleiche Bedeutung besitzt Schuster [7, S.
15/). [Lénge in cm oder inch]

Daten werden zudem in diskret (endlich oder abzéhlbar un-
endlich viele Auspriagungen) versus stetig (alle Werte eines

Intervalls sind mogliche Ausprégungen) eingeteilt.
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16.2 Beschreibende Statistik

Je nach Skalierung konnen Verfahren bzw. Kennziffern

zur Beschreibung der Daten verwendet werden.

Haufigkeiten Absolute Haufigkeiten und relative Hau-
figkeiten (eventuell nach Gruppierung)

H, =4
o
n

Konnen auch fiir nominal skalierte Merkmal angegeben

werden.

Quantile z, heifit p-Quantil, wenn mindestens der Anteil
p
p der Daten ist kleiner oder gleich x, und mindestens

der Anteil 1 — p ist grofer oder gleich z,,.
Dafiir miissen Daten ordinal skaliert sein.

Boxplot In dieser Grafik werden Median, unteres Quartil,
oberes Quartil, zwei Whiskerf| und gegebenenfalls Aus-
reifser eingetragen. Die Daten miissen mindestens ordi-
nal skaliert sein. Der obere Whisker bei der maximale
Beobachtung eingetragen, aufter das Maximum ist um

1.5 grofer als das 75 Prozent Quantil. ...

https://de.wikipedia.org/wiki/Box-Plot
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Histogramm Die Daten werden gruppiert (in Klassen ein-
geteilt):

[C()a Cl)) [617 62)7 e [Ck‘—la Ck:)-

Da das Auge primdar die Fliche der Rechtecke bzw. Sdu-
len wahrnimmt, wird das Histogramm so konstruiert,
dass die Fldache tiber den Intervallen gleich oder pro-
portional zu den absoluten bzw. relativen Hdiufigkeiten
ist (vgl. Fahrmeier [11], S. 38]). Die Klassenbreite ist
d; = cj—cj—1. Die Hohe der Rechtecke wird dann gleich
(oder proportional) zu H;/d; bzw. h;/d;. Die Flache ist
gleich (oder proportional) zu H; bzw. h;.

Mittelwert Die Daten miissen mindestens intervalskaliert

seln.

T=—(x1+ ..+,
n

Empirische Varianz, Standardabweichung, Stichprobenvarianz
Um die Streuung zu messen verwendet man ... (Die Da-

ten miissen dabei mindestens intervalskaliert sein.)

e Empirische Varianz

— )+ .+ (z, — 2)7)

A (C
59
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e (empirische) Standardabweichung

5= \/l (21— 2)? + .. + (w0 — 7))

n

e Stichprobenvarianz

§* = ni . (1 —2)*+ ... + (x, — 2)7)

e Stichprobenstandardabweichung

n—1

s_\/ : ((z1 —2)* + ... + () — 2)?)

e Umrechnung

16.3 Statistische Modelle

Schitzen und Testen sind die Grundpfeiler der sogenannten
schlieflfenden Statistik (Induktiven Statistik). Auf Basis
von Daten soll etwas iiber den Daten generierenden Prozess

gelernt werden.
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Der folgende Abschnitt orientiert sich an Henze [19, Ab-
schnitte 7.1, 7.2, 7.4]

16.3.1 Definition: Ein statistisches Modell besteht aus

e Dem Stichprobenraum X # (). In dieser Menge lie-
gen die denkbaren Ergebnisse der Datenerhebung/Stichprobe.

e Einer o-Algebra B auf X’; damit wir auf Ereignisses

analysieren konnen.

e Einem Parameterraum © = (); typischerweise © C

R? (es gibt d Parameter).

e Wahrscheinlichkeitsmaken Py, 6 € O, wobei die Para-

metrisierung 6 — Py injektiv ist.

16.3.2 Bemerkung: Wir haben also jetzt viele Wahr-
scheinlichkeitsmafie (zur Auswahl, die es sein konnten).
Wir stellen uns vor, dass wir das Wahrscheinlichkeitsmal,
gemifs dessen die Stichprobe erzeugt wird (die Daten gene-
riert wurden), nicht genau kennen. Wir haben uns mit dem
Sachverhalt (dem Daten generierenden Prozess) vertraut ge-
macht und eine grundsétzliche Vorstellung, welche Art der
Verteilung in Frage kommt. Wir kennen aber den/die wah-
ren Parameter 6 nicht. Wir wollen aus einer beobachteten

Stichprobe etwas iiber die Py lernen. Konkret: Wir wollen
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(1) den Parameter 6 schitzen und (2) Hypothesen {iber den

Parameter 6 testen (priifen).

16.4 Schatzen

16.4.1 Definition: Gegeben sei ein statistisches Modell X, B, (Py), 6 €
0,0 C R Ein Schiitzer (Punktschitzer) fiir 6 ist eine mess-
bare Abbildung 7' : X — R’

Ist © € X eine konkrete Stichprobe, dann heift § = T'(x)

Schatzwert fiir 8 zur Beobachtung x.

> Wann ist ein Schatzer gut? <

16.4.2 Definition: Es sei T ein Schéatzer fir 6.

i.) MQAS () = Ey(T — 0)? heikt mittlere quadratische
Abweichung von T (an der Stelle ).

ii.) T heifst erwartungstreu, falls fiir alle 6 € ©

Ey(T) = 0

iii.) bp(0) = Ey(T) — 0 heillt Verzerrung von T
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16.4.3 Satz: Es gilt

MQA(0) = Vy(T) + br(6)*

16.4.4 Definition: Es sei o € (0,1). Ein Abbildung
C: X — PR (16.1)

heiftt Konfidenzbereich fiir () zur Vertrauenswahrschein-
lichkeit (Konfidenzwahrscheinlichkeit) «, falls

Py({x € X|C(x) 2 0}) > 1—«

16.5 Testen

Regelmifig ist es so, dass es einen Wert {6y} im Parameter-
raum bzw. einen Bereich ©y C © des Parameterraum gibt,
der von spezifischen Interesse ist. Beispielsweise: Die Miin-
ze ist fair, wenn p = % ist. Das Medikament ist unwirksam,
wenn p = 0 gilt. Statistische Tests sind wie folgt ausgelegt:
Ist die konkrete Stichprobe gut oder schlecht mit der
Hypothese vereinbar, dass der wahre Parameter in
Oy liegt.

16.5.1 Definition: Gegeben sei ein statistisches Modell X', B, (Py), 6 €

0,0 c R Fiir den Parameterraum betrachten wir eine Zer-
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legung
O =00,
wobei @0, @1 7é @

Das Testproblem besteht darin, auf Grundlage einer kon-
kreten Stichprobe x zwischen den Alternativen 6 € ©y und

0 € ©7 zu entscheiden.

Ein statistischer Test etabliert also eine Regel, die fiir

jede Stichprobe x € X angibt, ob man sich fiir
Hypothese Hy: 0 € O
oder fiir

Hypothese H; : 60 € ©;

entscheiden soll. Oft nennt man H, auch die Nullhypothese
und H; die Alternativhypothese.

Es gibt bei einem Test eine messbare Menge K C X, so
dass fiir alle Stichproben z € IC die Nullhypothese abge-
lehnt wird. Die Menge I heift kritischer Bereich (Ableh-
nungsbereich). Fillt die Stichprobe also in den Ab-
lehnungsbereich, dann wird die Nullhypothese ver-

worfen /abgelehnt (nullify H,).
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Féllt die Stichprobe hingegen x nicht in I — ist also z € IC
—, dann entscheidet man sich fiir die Nullhypothese.

Fehler sind mdoglich!

Gilt 8 € Oy, ist aber z € I, dann liegt eine Fehler erster
Art vor. Man begeht also einen Fehler erster Art, wenn H,
falschlicherweise ablehnt. Tatséchlich gilt 6§ € ©g, aber
die Beobachtung liegt im Ablehnungsbereich.

Gilt 8 € O, aber z € K, dann liegt eine Fehler zweiter
Art vor. Man begeht also einen Fehler zweiter Art, wenn

man falschlicherweise Hy nicht verwirft.

Wirkungstabelle /Konfusionstabelle

in Wirklichkeit ist

Entscheidung |

0 € Hy

0 c Hy

fir H()

richtige Entscheidung

Fehler zweiter Art

fir H1

Fehler erster Art

richtige Entscheidung

Regelmékig kann man den kritischen Bereich durch eine Test-

funktion 7' : X — R angeben:
{T>ct={xeX|T(x)>c} =K.

Die Konstante ¢ heifst kritischer Wert. Wenn also die Test-

funktion ausgewertet mit der Beobachtung einen Wert grofier
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als ¢ annimmt, dann lehnt man die Nullhypothese ab. Die
Logik: Der beobachtete Wert von 7' ist zu grofs, als
dass die beobachtete Stichprobe mit der Nullhypo-

these vereinbar sein konnte.

Am besten wire es, man konnte beide Fehler vermeiden; min-
destens kontrollieren. Das geht im Allgemeinen nicht. Ty-
pischerweise kontrolliert man den Fehler erster Art.
Man legt im Vorhinein fest, wie hoch der Fehler erster Art
hochsten sein soll. Man spricht dann von einem Test zum
Niveau «. In der konkreten Anwendung muss die Asymme-
trie sachlogisch begriindet werden und der Fehler zweiter Art

sollte untersucht werden.

Wir definieren dazu zunichst die Gutefunktion:
g (0) = Py(X € K).

grc(0) ist also die Wahrscheinlichkeit, dass die Stichprobe in
den kritischen Bereich fillt, wenn der wahre Parameter 6 ist.
Die ideale Giitefunktion ist die, die 0 auf ©y und 1 auf ;.

Das ist aber nie der Fall.

Wir kontrollieren den Fehler erster Art, in dem wir da-

fiir sorgen, dass die Giitefunktion auf © jedenfalls nicht gro-
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Rer als a ist: Gilt
gr(0) < « fiir alle 0 € O

dann spricht man von einen Test zum Niveau «. Wenn
man sich auf solche Test beschrinkt, dann wird man iiber die
Zeit, die Nullhypothese allenfalls in a.- 100 Prozent verwerfen,

obwohl sie giiltig ist.

In Statistikprogrammen — insbesondere in R — wird regel-
makig der sogenannten p-Wert verwendet, um dem Nutzer
die Entscheidung iiber Ablehnung und Nicht-Ablehnung zu
erleichtern. Der p-Wert wird fiir gegebene Beobachtung x so

ermittelt: Man berechnet T'(x) und 16st die Gleichung

p=sup Py(T > T(x))
ISON

Man lehnt dann die Nullhypothese ab, wenn der p-
Wert kleiner-gleich « ist. Wenn man so vorgeht, dann

testet man zum Niveau « (typischerweise = 0.05).

16.5.2 Beispiel: Wenn X und Y normal verteilt sind und
die gleiche Varianz haben, dann kann man fiir den Test mit
der Nullhypothese E(X) — E(Y) die Testfunktion

2 (% — Y — (E(X) ~E(Y)))

m-+n
Tm,n —
Sm,n
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verwenden. Die T}, ,, ist dann ¢,,,,_o-verteilt. Man bendétigt
dann nur noch das 2.5 Prozent Quantil; die ¢,,,_o-Verteilung

ist symmetrisch.
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17 Regression

17.1 Querschnittsregression

17.1.1 Definitionen und Bemerkungen: Wir betrachten

einen RE*! Zufallsvektor
T—(Y.X), ... Xx) ~ F.

Dieser Zufallsvektor gehort zu einer typischen Beobach-
tungseinheit (eine Person, ein Haushalt, ein Unternehmen,
eine Immobilieneinheit, vieles ist denkbar .....). Spéter wer-
den wir Zufallsstichproben aus einer Grundgesamtheit zie-
hen: Fiir ¢+ = 1,..., N Beobachtungseinheiten ermitteln wir
T;. Jeder Zug wird dabei durch einen Zufallsvektor 7; re-
prasentiert, die identisch und unabhéngig verteilt sein sollen,
d.h. 7 ~ wiF.

Y heifst Label, Ergebnisvariable, Zielvariable, Regres-

sand oder erklarte Variable.
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X1, ..., Xg heiffen Featurevariablen, Features, Regres-

soren oder erklarende Variablen.

Wir interessieren uns besonders fiir den bedingten Erwar-

tungswert von Y gegeben X

m(xy,....,xx) = EY| X1 =21,...., Xk = k)
= B(Y[X1, oo Xi) 1, o5

Im betrachteten Zusammenhang heifst m(x1, ..., rx ) Regres-

sionsfunktion.

In der Wahrscheinlichkeitstheorie lernt man, dass der beding-

te Erwartungswert die beste Prognose von Y ist, wenn man
die Werte von X beobachtet [

Wir betrachten in diesem Skript lineare Regressionsfunk-

tionen bzw. lineare Regressionsmodelle?;
E(Y|Xy, ... Xg) =% +1X1 + ... + 7, Xk.

Auch fiir den Zufallsvektor 7" selbst betrachten wir lineare
Modelle (fiir den Daten generierenden Prozess (DGP))

Y =060+ 51X+ ... + B Xk + u. (17.1)

Das ist salopp formuliert. Details bitte in einer geeigneten Quellen nachsehen; z.B.
in Henze [19] Seite 175, Seite 107] oder im WT2 Skript.

Linear beziiglich der Parameter.
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mit den Koeffizienten (3, 51, ..., Bx und Restterm wu.

Wir betrachten insbesondere (spéater) lineare Modelle bei den
die Annahme der schwachen Exogenitit (mean inde-

pendence, unconfoundedness) erfiillt ist:

E(u| X, ..., Xx) = 0. (17.2)

17.1.2 Bemerkungen: Wenn (|17.1)) und (|17.2)) gilt, dann
gilt

E(Y‘Xl, ...,XK) = E(ﬁo + Ble + ...+ BKXK + U|X1, ...,XK)
= ﬂo + Ble + ...+ BKXK + E(u!Xl, ey XK>
= 50 + 61X1 + ...+ BKXK-

Die bedingte Erwartung ist also linear, wenn ([17.1f) und ({17.2

gelten. Zudem sind die Koeffizienten der Regressionsfunktion

die des linearen Modells (|17.1)).

Andererseits: Angenommen die bedingte Erwartung ist line-

ar:

E(Y|X1, ...,XK) =% +nX1+ ... + v Xk.
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Wir definieren e =Y — vy — 71 X7 — ... — vk Xx. Dann gilt

E(e| X1, Xi) = E(Y — 70 — X1 — .. — e Xg| X1, . X
= E(Y’Xl, ...,XK) — % — ’)/1X1 — ... ’YKXK
=0

Das bedeutet jedoch nicht, dass ein konsistenter Schéatzer der
Parameter v, auch die Parameter (. des linearen Modells
schitzt. Das ist so, wenn E(u|X71, ..., Xy) = 0. Die Fehler e

verhalten scheinbar wie die Reste u. Der Schein kann triigen.

17.1.3 Bemerkungen: Es sei Y eine Zufallsvariable und X

ein (K + 1)-dimensionaler Zufallsvektor mit
E(Y?) < o0

E(X?) < 0o
E(XX") positiv definit.

Wir wollen die Features in X nutzen, um den Wert von Y zu
prognostizieren. Wir wollen dafiir eine lineare Abbildung

g(X) = X3 verwenden. Der erste Eintrag von X ist dabei
XO =1 und /8 — (507517 "'76K)T-

Wir betrachten den erwarteten quadratischen Fehler

S(8) = E([Y — X' B[)
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und bestimmen das beste 3, also:

B’ = argming S(B3).

Damit erhalten wir eine Prognoseabbildung P(Y|X) = X! 3?,
die sogenannte Projektion der Zufallsvariable Y auf den

von den Features aufgespannten linearen Raum:
PY|X)=X"p"
Wir konnen 3 sogar explizit angebenf
B’ = (E(XX")) " E(XY).
Der kleinste Fehler ist
e =Y — X3P
Es gilt
E(X;e’)=0,i=0,.., K.

e? und X; sind also zueinander orthogonallf Da X, = 1

gilt, gilt zudem
E(e?) = 0.

3Und der Nachweis ist nicht zu schwer.

4Der Begriff orthogonal ist angemessen, denn durch (X,Y) = E(X,Y) definiert ein
(quasi-Skalarprodukt. )
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Dann folgt
cov(e?, X;) = E(e’X;) — E(e?)E(X;) =0
e’ und X; sind also unkorreliert.

Fazit: Die Abbildung
PY|X)= X3

ist die beste lineare Approximation von Y, wenn wir (nur)
die Information aus X haben bzw. nutzen. Wenn E(Y|X)
linear ist, dann gilt E(Y|X) = P(Y|X).

Die Parameter B” haben im Allgemeinen mindestens erst
mal keine strukturelle/kausale Bedeutung. B ist der Para-
metervektor, der die beste lineare Approximation des sta-
tistischen Zusammenhangs (der Assoziation) darstellt.
Wenn man nur prognostizieren will, dann ist das angemes-
sen; jedenfalls wenn die Linearitit akzeptabel ist. Wenn ein
sachbezogener struktureller Zusammenhang (z.B. ein kausa-
ler Zusammenhang) untersucht werden soll, dann benotigt
man weitere Annahmen, die wir im néchsten Abschnitt er-

lautern.

» Bisher haben wir nur iiber die Grundgesamtheit bzw. den
Daten generierenden Prozess gesprochen, aber noch nicht

tiber Daten. Damit beginnen wir jetzt. Wir stellen uns Daten
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als Stichprobe aus der Grundgesamtheit vor.

17.1.4 Definitionen und Bemerkungen: Bisher haben
wir abstrakt eine prototypische Beobachtungseinheit
betrachtet (einen Zufallsvektor). Wir stellen uns fiir die sta-
tistische Analyse vor, dass N Einheiten gezogen oder be-

obachtet wurden:

=Y, X, ., Xik)
1o = (Y2, Xo1, ..., Xog)

v = (Yn, Xn1, oo, XNK)

Wir haben somit N Beobachtungen und sprechen von ei-
ner Stichprobe der Grofse N. Jede Zeile der Stichprobe
entspricht einer Instanz des Zufallsexperiments, das fiir eine

Beobachtungseinheit analysiert wird.

Vorsicht: Vorne hatten wir die Feature in einer Spalte X
zusammen gefasst. Jetzt stecken die Feature zur einer Bob-

achtungseinheit in einer Zeile.

Wir bendtigen fiir die statistische Analyse Annahmen iiber
die gemeinsame Verteilung Zeilen 7;. Wir betrachten zu-

nachst den Standardfall fiir die Querschnittsanalyse.

Die Stichprobe heilt Zufallsstichprobe, falls 17, ..., Ty iden-
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tisch und unabhangig verteilt sind.

17.1.5 Definitionen und Bemerkungen: Wir betrachten

ein lineares Regressionsmodell
E(Y|Xy, ..., Xg) =B+ 81 X1+ ... + B Xk
und eine Stichprobe der Groke N

=Y, X, Xak)
15 = (Yo, Xo1, .., Xok)

v =Yy, Xn1, oo, XNk

Wir kennen die Koeffizienten 3, 51, ..., 8 nicht und
wollen diese auf Basis der Stichprobe schatzen. An dieser
Stelle treffen wir keine Annahme {iber v und die 8’s haben
keine strukturelle Bedeutung. Wir suchen (nur) nach einen
quantitativen Erfassung der Assoziation zwischen den Featu-

res und dem Label.

Wir betrachten fiir irgendwelche Koeffizienten Bo, ..., B die
Fehler

& =Y, —By— X — ... — BrXig, i=1,.,N

Wir schitzen die Koeffizienten so, dass der Gesamtfehler mi-
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nimal ist:

(Bo, -, Bic) = arg mug ZY Bo — BiXi — ... — B Xik)?
..... x =

B = (30,31,...,BK)T heift kleinste Quadrate Schitzer
der Koeffizienten (3.

17.1.6 Definition und Satz: Gegeben sei eine Stichprobe

der Groke N. Wir definieren die Regressormatrix

(1 X11 X12 XU(\
1 Xgl X22 XQK

\1 Xni Xng oo XNK)

Die erste Spalte erfasst in Gleichungen mit Matrizen
nahezu immer den Achsenabschnitt. Die erste Zufalls-
variable ist dann X,p = 1 und die erste Spalte hat nur
1’en. Wenn man mit Matrizen arbeitet, dann erfasst der Ko-

effizient 3y den Achsenabschnitt.

Erinnerung X ist ein Zufallsvektor und Vektoren sind iib-
licherweise Spalten. X ist eine Matrix in der jede Zeile zu
den Feature einer Beobachtungseinheit gehort, die wir vorher

als Spalte aufgeschrieben wurden. verwirrende

Notation!

Wenn die Matrix X? X invertierbar ist, dann kénnen wir den
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dann eindeutig bestimmten kleinste Quadrate Schitzer

kompakt in der Form

R 1 |
8= (—XTX) —Xx'Y

N N
= (XTX) ' XTY
schreiben, wobei
Yy
Y pu—
Yy

17.1.7 Bemerkung Wir beschéftigen uns mit der kleinste
Quadrate Schatzung
B = LxTx B LxTy
N N

- (x7%)”

In der Matrix X”X stecken die empirischen zweiten Mo-
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mente der Features (aber ohne +):

(Xm Xo0 e XNO\ /Xm X1 X

XTX_ Xll X21 XNl X20 X21 X22

Zijil XioXio ... Z@]L XioXix

Zfil XikXio ... ZZJLX@'KXZK
N

S
i—1

Etwas anschaulicher als empirische Momente

Xy )
. Xog

\XlK Xog . XNk ) \Xvo Xt Xwz oo Xwg )

17.1.8 Satz: Wir betrachten ein lineares Regressionsmo-

dell, d.h. die Regressionsfunktion (die bedingte Erwartungs-

funktion) sein linear. Also es gelte

E(Y[Xy, ..., Xg) = Bo+ 51Xy + .8k XK.

Gegeben sei zudem eine Zufallsstichprobe und die Matrix

X”ZX sei invertierbar.
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Dann ist der kleinste Quadrate Schiatzer unverzerrt, d.h.

E(BX) = 8.

Beweis: Vgl. Hansen [17, Abschnitt 4.5]. Der KQS ist
B=(X"X)"'XTy

Aus der Annahme der Linearitit der Erwartung E(Y| Xy, ..., Xg) =
Bo+ 51 X1+ .0k X folgt E[Y|X] = X3. Damit folgt weiter

E(B[X) = E [(XTX)_leY|X]
(XTX) " XTE [Y[X]
— (XTX) ' XTXg

A.

17.1.9 Satz: Wir betrachten ein lineares Regressionsmo-
dell, d.h. die Regressionsfunktion (die bedingte Erwartungs-

funktion) sei linear. Es gelte also

E(Y|X1, ..., Xk) = Bo + p1.X1 + .0k Xk,

wobel fiir die zweiten Momente

E(Y?) < oo
E(X7) <oo,k=1,..K
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gelten soll. Ferner sei die Matrix der theoretischen zweiten
Momente der X-Variablen (der Merkmale)

e \

X, §
Qxx =E (Xl,XQ,....,XK) _E(xXT)

\ \ X /
(X, X, X, Xy . Xy Xg )
X0 Xy Xo-Xo . Xo- Xi

\ Xk X1 Xi  Xo oo X X )
positiv definit (also insbesondere invertierbar).

Durch die Gleichung
Y = 5() + 51X1 + ---BKXK +e
sei der Fehler e definiert und es sei 0 = V(e| X1, ..., Xk).

Gegeben sei zudem eine Zufallsstichprobe und die Matrix

XTX sei invertierbar.

Fiir die Varianz der kleinste Quadrate Schéitzung gilt

V(BIX) = (X'X) (X' DX)(X"X) !
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mit
o2 0 ... 0
D=0 o .. 0.|=V(exX).
0O 0 ... JJQV

Beweis: Es gilt
A= (x"X)" x"Y.
Dann erhalten wir

V(BIX) = V(BIX)

— (X"X) " XTV(YX)X (XTX)

- (X"X) " XTV(YIX) (XTX) T XT) '
X
Wir beobachten
VIYIX) = V(X8 + eX) = V(e|X)

Zusammen

V(BIX) = (X™X) T X7 V(X)X (XTX)

17.1.10 Bemerkung: Die Formel

V(BIX) = (X7X) ' X7 V(e[X) X (X"X) ™

sieht kompliziert aus; oft findet man einfachere Formeln fiir
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den Fall der Homoskedastizitét (alle o7 sind gleich). Die For-
mel erfasst aber auch den Fall der (bedingten) Heteroskedas-
tizitat.

17.1.11 Bemerkung: Das vorherigen Ergebnisse sind sehr
bemerkenswert. Typischerweise benotigen wir aber nicht nur
einen Schéatzer, sondern wir wollen diesen auch beurteilen;
beispielsweise mittels eines Hypothesentests. Die Varianz V(B\X)
wird dabei erst dann richtig niitzlich, wenn wir mehr iiber
die Verteilung von B ermitteln. In der Literatur wird dann
oft der Fall untersucht, dass die Fehler Normal verteilt sind.
Leider ist das in Anwendungen in der Regel unangemessen.
Alternativ kann man asymptotische Eigenschaften (also
fir N groR) von B ermitteln. Diese Resultate kann man auf
grofse Datensétze approximativ anwenden. Mit dem Zentra-
len Grenzwertsatzes ergibt sich in der Tat Normalitiat. Dieser

Weg wird im folgenden Satz eingeschlagen.

Es ist in konkreten Anwendung oft nicht klar, ob der Daten-
satz grofs genug ist oder ob ein sogenannter finite sample bias
droht. Zu diesen Thema gibt es zahlreiche wissenschaftliche

Quellen, die insbesondere Monte Carlo Methoden verwenden.

17.1.12 Satz: i.) Wir betrachten fiir N € N eine Zufallss-
tichprobe (17, ..., T)! fiir ein lineares Regressionsmodell mit
dem kleinste quadrate Schitzer 8V = (XTX)'X”Y. Fiir die
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zweiten Momente gelte
E(Y?) < o0
E(X?) <oo,k=1,...K
Dann gilt
n.W.-lim BN = 0.

Der KQS ist also konsistent.

Gilt sogar
E(Y?") < 00, E(X}) < oo,
dann gilt
Vi (BY = B) = N(0,Vg),

wobei

Vs = Qyx @ Qxx.
und

Qxx = E(XXT)

Q=EXX"eY.

Der kleinste quadrate Schitzer BN ist konsistent und asym-
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ptotisch normal. Vorsicht: Vg ist nicht der Grenzwert von

V(BM)! Unten wird dazu noch mal Stellung genommen.

ii.) Fiir die Inferenz (Signifikanz-Test) miissen wir die Varianz

von 3" schitzen! Es seien

N N
:—EinX.T =) X,

Der Schéatzer

fiir Vg ist konsistent:
\FHCo n.W.
V — Vﬁ

und die Varianz des KQS konnen wir schlieklich so konsistent

schatzen:

Beweis: Vgl. Hansen [17, Kapitel 7|.

17.1.13 Bemerkung: Unter den oben genannten Voraus-
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setzungen gilt
VN (Y~ B) = N(0, V)

\/N(BN — ) ist ndherungsweise N (0, Vg). Dann ist BN

naherungsweise

BY AN (57 %Vﬂ) :

In der Tat

Vo V(VN(BY - 8)) =V (VNBY) = NV(BY).

1

V(B ~

V.

Vorsicht, hier droht eine Verwechselung: Vg ist nicht die Va-
rianz V(BN) des Schitzers B, sondern %Vg. Vgl. Hansen
|17, Abschnitt 7.8| fiir eine Ubersicht zur Notation im Zu-

sammenhang mit den Varianz-Kovarianz-Matrizen

17.1.14 Bemerkungen: Die Markierung HC zeigt an, dass
Heteroskedastizitit erlaubt ist. Es gibt eine Reihe von
Schatzern fiir Vg, die trotz Heteroskedastizitidt konsistent

sind; vgl. Hansen |17, Abschnitt 7.9].
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17.1.15 Bemerkungen (Fazit fiir die Anwendung): Wenn
die Zufallsstichprobe (einigermafen) grof ist und Linea-
ritat fiir die bedingte Erwartung gilt, dann konnen wir die
Regressionsfunktion mit KQ schitzen. Der Schétzer ist unter
den genannten Voraussetzungen erwartungstreu und konsis-
tent. Man erhélt auch eine Grundlagen fiir die Inferenzanaly-
se (t-Statistik, p-Werte, Standardfehler), denn jedenfalls fiir
groke N ist der KQS normal.

Bezogen auf Linearitat: Es gibt Tests fiir eine etwaige funk-
tionale Fehlspezifikationen (Nicht-Linearitét); vgl. z.B. Ver-
beek [?]. Durch Hinzunahme von Regressoren z.B. der Form
X?. X1 Xy, ... lassen sich manche Nicht-Linearitéten in den X
erfassen. Ublich sind in Zusammenhang mit Nicht-Linearitit

auch Transformationen (insbesondere log).

17.2 Kausalitat

» Quellen: Stock und Watson [?]. Wasserman [?].

17.2.1 Bemerkung: Regelmifig sind wir an kausalen Zu-
sammenhangen interessiert, die wir empirisch untersuchen
wollen. Wir miissen solche Fragestellungen von Prognosen
unterscheiden, bei denen der Parametervektor der Projekti-

on reicht.
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Wir wollen beispielsweise wissen, ob (und um wieviel) ein
besseres Betreuungsverhéltnis (Schulklassengréfe) in Schu-
len die Leistungen der Schiiler kausal verbessert. Das ist kom-
pliziert, denn die Leistungen sind von vielen Faktoren (indi-
viduelle Faktoren, familidrer Hintergrund, sonstige Schulaus-
stattung, ...)abhéngig, von denen etliche nicht mal (gut) ge-

messen werden konnen.

Oder, wir wollen wissen, welchen Effekt eine Preiserhchung
auf die Nachfrage nach dem Gut hat (z.B weil eine Steu-
er erhoben werden soll, um den Zuckerkonsum zu reduzie-
ren). Auch das ist kompliziert, denn die beobachteten Preis-
Menge-Kombination entstehen aus Nachfrage und Angebot.

Wir wollen aber die Elastizitat der Nachfrage ermitteln.

17.2.2 Definition: Wir betrachten ein lineares ModellP)
Y =6+ aX +u,

mit E(u) = 0. Wir wollen den kausalen Effekt von X auf YV

schitzen, d.h. wir wollen den Parameter o schétzen.

SKonvention: Wenn der Parameter einen kausalen bzw. strukturellen Effekt erfassen
soll, dann verwenden wir den Buchstaben a. Wenn der Koeffizient (nur) zur
bedingten Erwartung gehort, dann verwenden wir den Buchstaben ein (.
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Wir definieren die Potential Outcome Variablen

Y1) =0 +a-1+u
Y(0) = Bo+a-0+u

Wir stellen uns also hypothetisch vor, dass entweder alle
Einheiten der Grundgesamtheit X = 1 (treatment) oder alle

X =0 (non-treatment) erhalten.

Dann heifst
0 = E(Y (1)) - E(Y(0))

der mittlere kausale Effekt von X auf Y. Wenn wir den

wahren Parameter o kennen wiirden, dann wére 6 = .

Realiter werden wir eine der beiden Variablen Y'(1) oder
Y (0) beobachten und die andere nicht! Wenn fiir eine kon-
krete Beobachtungseinheit z.B. X = 1 ist, dann beobachten
wir Y (1) und Y'(0) bleibt fiir diese Beobachtungseinheit un-
beobachtet.

17.2.3 Bemerkung: Bei den echten Daten wird X stochas-
tisch zugeteilt bzw. die Probanden entscheiden selbst iiber
treatment und non-treatment. Wir beobachten fiir die gezo-
gene Beobachtungseinheiten nur eine der beide Zufallsvaria-

blen Y (1) bzw. Y'(0). Den beobachteten Label bezeichnen
wir wie gehabt mit Y. Ebenfalls wie gehabt betrachten wir
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ein lineares Regressionsmodell

E(Y|X) = 6o+ 51X

Wir betrachten
v=EY[X;=1) - E(Y|X; =0)

v heikt mittlerer empirischer Effekt. Diesen Effekt kon-
nen wir wie gehabt schatzen und es gilt v = (1. Wir hoffen

a = 7. Im allgemeinen gilt jedoch (vgl. Wasserman |7, Seite
253])

o F#y

Wie konnen wir sicherstellen, dass a = v gilt?

Es gilt (vgl. Wasserman |?, Seite 254|): Wenn (Y'(0),Y (1)) L
1 X, dann a = ~. Die Annahme (Y (0),Y (1)) 1L X heifst
Random Assignment. Dieses Resultat wollen wir auf Re-
gressonsanalyse tibertragen. Dazu betrachten wir lineare Mo-

delle und die Voraussetzung der schwachen Exogenitét.

17.2.4 Bemerkungen: Der beschriebene Ansatz (Potenti-
al Outcome) geht auf Rubinﬁ zuriick, der Ideen von Neyman

aufgegriffen hat. Wasserman |?, Kapitel 16] ist eine sehr gu-

Shttps://en.wikipedia.org/wiki/Rubin_causal_model
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te Einstiegsquelle. In Stock und Watson [?, Kapitel 13| wird
dieser Ansatz im Zusammenhang mit Regressionsanalyse be-

sprochen.

17.2.5 Definitionen und Bemerkungen: Angenommen
fiir den DGP (fiir die Grundgesamtheit) gilt ein lineares Mo-
dell und schwache Exogenitét, d.h.

Y =58y + aX + u.
E(u|X) = 0.

Dann folgt: der mittlere empirische Effekt gleich dem mitt-

leren kausalen Effekt ist:

o =".

Beweis: Es gilt Y = Y (1) X + Y (0)(1 — X). Wir beobachten

y=E(Y|X=1)-E(Y|X =0)
—EY(DX+Y(0)(1-X)X =1 —EY(1)X +Y(0)(1—-X)|X =(
—E(Y(1)|X =1) —E(Y(0)|X = 0)
—EBy+a-14+uX=1)—EBy+a 0+u/X =0)

=a+EulX =1) - E(u|X; =0)
=a+0
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17.2.6 Bemerkung: Wenn

Y=0+aX+u
E(ulX)=0

dann

E(Y[X) = B + aX.

17.2.7 Bemerkung: Im vorherigen Abschnitt haben wir ge-
sehen, dass man unter passenden Momentenbedingungen die
Parameter (), a konsistent schiatzen kann und die asympto-

tische Verteilung normal ist.

17.2.8 Definition: Wir betrachten jetzt ein lineares Modell

mit sogenannten Kontrollvariablen W, ..., Wy,
Y =680+ Xy + Wi+ ... +vyuWy + u.

Wir wollen den kausalen Effekt von X; auf Y schéitzen, d.h.
wir wollen den Parameter aq schitzen. Bezogen auf die an-
deren Effekte/Parameter sind wir agnostisch. Deshalb haben

wir denen auch einen anderen Buchstaben gegeben.
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Wir definieren die Potential Outcome Variablen

Y(l) =06o+ar1-1+m1Wi+ ... +v9uWu +u
Y(O) =06o+ar-0++yWi+...+vuWy +u.

Wir stellen uns also hypothetisch vor, dass entweder alle
Einheiten der Grundgesamtheit X; = 1 (treatment) oder alle
X7 =0 (non-treatment) erhalten. Dann heifst

0 = E(Y(1)|W) — E(Y(0)|W)

der mittlere kausale Effekt von X; auf Y gegeben W.
Wenn wir die wahren Parameter kennen wiirden, dann wére

‘92011.

Realiter werden wir eine der beiden Variablen Y (1) oder
Y (0) beobachten und die andere nicht! Wenn fiir eine kon-
krete Beobachtungseinheit z.B. X = 1 ist, dann beobachten
wir Y (1) und Y'(0) bleibt fiir diese Beobachtungseinheit un-
beobachtet.

17.2.9 Bemerkung: Bei den echten Daten wird X stochas-
tisch zugeteilt bzw. die Probanden entscheiden selbst iiber
treatment und non-treatment. Wir beobachten fiir den ge-
zogene Beobachtungseinheiten nur eine der beide Zufallsva-
riablen Y'(1) bzw. Y (0). Den beobachteten Label bezeichnen
wir wie gehabt mit Y. Ebenfalls wie gehabt betrachten wir
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ein lineares Regressionsmodell

]E(Y’Xl, e XK> =060+ 51 Xi + Wi+ oo+ yuWu

Wir betrachten

Y= ]E<Y|X1 — 17W1 — Wi, 7WM — UJM)
— E(Y‘Xl = 0, W1 = Wi,y .eny WM = wM)

~ heifst mittlerer empirischer Effekt, wobei wir fiir die
Effekte von W4, ..., W), kontrollieren. Diesen Effekt konnen
wir wie gehabt schiatzen und es gilt v = ;. Wir hoffen oy =
7v. Im allgemeinen gilt jedoch (vgl. Wasserman |?, Seite 253]).

oy 7 7y
Wie konnen wir sicherstellen, dass o = v gilt?

Es gilt: Wenn (Y(0),Y'(1)) 1L X|W1, ..., W), dann oy = 7.
Die Annahme (Y (0),Y (1)) 1L X|W4,..., W)y, heift Con-
ditinal Independence Assumption (CIA). Dieses Resul-
tat wollen wir auf Regressonsanalyse iibertragen. Dazu be-

trachten wir lineare Modelle.

17.2.10 Definitionen und Bemerkungen: Angenommen

fiir den DGP (fiir die Grundgesamtheit) gilt ein lineares Mo-
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dell, d.h.
Y =680+ a1 Xy + Wi+ ... +vyuWy + u.
Dann folgt aus der mean conditional independence
E(u| X1, Wi, ..., W) = E(u|W, ..., W),

dass der mittlere empirische Effekt gleich dem mittleren kau-
salen Effekt ist:

a1 =

|
2
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Beweis: Es gilt Y = Y(1)X; + Y(0)(1 — X3).

Y = E(Y‘Xl = 1, W1 = Wy, ..., WM = ZUM)
o ]E(Y|X1 — 07 Wl — Wi, 7WM — ’U}M)
- E<Y<1)X1 =+ Y(O)<1 T Xl)‘Xl - 17W1 = Wi, - WM — ’UJM)

( ( >X1—|—Y( )(1—X1)\X1:O,W1:wl,...,WM:wM)
( (1)|X1 =1 W1 WM = wM)
(Y( )\Xl—() W1 ...,WMI’LUM)

=EBy+a1- 1+ mWi+ .. +yuWy +u| Xy =1, Wy =wy, ..., Wy =
—E(Bo+ a1 - 0+y Wi+ ..+ Wy +u| Xy =0, Wy = wy, ..., Wy,
=1+ E(ul Xy =1, W) =wq, ..., Wy = wy)
— E(ulX; =0,W1 = w1, ..., Wy = wyy)
= a1 + E(u|Wy = wyq, ..., Wi = wyy)
— E(u|lWy = wy, ..., Wy = wyy)
= a1+ 0

17.2.11 Bemerkung: Wenn die Zuweisung von X; die An-

nahme der mean conditional indepedence erfiillt, dann ist

ap = 7.

17.2.12 Satz: Angenommen fiir den DGP (fiir die Grund-
gesamtheit) gilt ein lineares Modell, d.h.

Y = 5() + a1 X1 + ’)qu + ... —|—’}/]\/[WM + U.
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Es gelte zudem die mean conditional independence Be-

dingung
E(U‘Xla Wl) ) WM) — E(“’Wh ERE) WM)

und fiir die rechts stehende bedingte Erwartung gelte Linea-

ritat
E(u|W1, ... W) = 50 + Wi + oo + vy X
Dann gilt
E(Y| Xy, Xo, ..., Xk) =60+ o Xq + Wi + ... + 0 Wy
und

Y =00+ Xg+03Wi+ ...+ Wy +v
0= E(V‘Xl, Wl, cory WM>

Beweis: Vgl. Stock und Watson [?, S. ...../]

17.2.13 Bemerkung: Im vorherigen Abschnitt haben wir
gesehen, dass man unter passenden Momentenbedingungen
die Parameter dg, 09, ..., 0 und oy konsistent schétzen kann

und die asymptotische Verteilung normal ist.
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» Die Ausfiihrungen dieses Abschnitt erklaren, dass
E(u|X) =0
bzw.
E(u| X, W) = E(u|W)

hinreichende Voraussetzungen fiir die konsistente Schétzung

1st.

Die folgenden Bemerkungen erklaren etwas detailliert, was
geschieht, wenn diese Bedingungen nicht erfiillt sind. ... und
wie man die Bedingungen (noch) interpretieren kann. Letz-
teres ist niitzlich, wenn man in konkreten Zusammenhangen

beurteilen muss, ob die Bedingungen erfiillt sind.

17.2.14 Definitionen und Bemerkungen: Angenommen

es gibt einen kausalen/strukturellen Zusammenhang
Y =9 +aX +u,

wobei wir 0.B.d.A E(u) = 0 gilt. Wir betrachten nur ein
Feature, um die Notation einfach zu halten. Wir stellen uns
vor, dass wir die sachbezogene Bedeutung des Parameters a

detailliert abgeleitet und erldutert haben!

Wir wollen den strukturellen Parameter o schatzen.
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Um die Parameter o zu schitzen, bendtigen wir Daten. Am
besten wire es, wir konnten ein kontrolliertes Experiment

durchfiithren. Wir wiirden dabei X =1 und X = 0 zufillig

auf die Beobachtungseinheiten ¢ = 1, ..., N wverteilen.

Bei Beobachtungsdaten wird den Beobachtungseinheiten
der Wert von X nicht zuféllig zugewiesen. Dementsprechend
miissen wir iiberpriifen/inspizieren, ob E(u|X) = 0 eine Ei-
genschaft des Daten generierten Prozesses (DGP) ist. Gilt fiir
den DGP tatsichlich E(u|X) = 0, dann ist das so gut wie
die Annahmen zufilligen Zuweisung in einen kontrollierten

Experiment (Stock und Watson |7, ...]).

E(u|X) = 0 bedeutet salopp formuliert, dass wir aus den
Realisierung X niz iiber den Wert von u lernen.Genau an
dieser Stelle wird es relevant das betrachtete Experiment
auch sachlich inhaltlich zu verstehen. Der Fehlerterm u
enthilt alle Determinanten von Y, die nicht vom Modell-
teil By + aX erfasst werden. Wenn es z.B. eine Zufallsgrofe
Z mit cov(X, Z) > 0,cov(u, Z) > 0 gibt, dann ergibt sich
das Problem, dass eine beobachtete gemeinsame Bewegung
von Y und X in eine Richtung (die durch den Term aX
erfasst werden soll) auf Z zuriickgefiihrt sein konnte. Wenn
man diesen Effekt beim Schitzen von « nicht herausrechnet

(erfasst), dann schétzt man o u.U. zu grok.
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Angenommen die Daten werden z.B geméaf

Y =0 +aX+2Z+e
:50+CVX—|—€1

erzeugt, wobei cov(X, Z) > 0,cov(X,es) = 0 ist. Die Zu-
fallsvariable Z sei latent. Sie kann nicht beobachtet werden.
Wenn wir Beobachtungen von Y und X plotten und die bes-
te Gerade (mit kleinste Quadrate geschétzt) durch die Daten
legen wiirden, dann wiirden wir nicht die Steigung « er-
halten, sondern 3; = a + (E(XXT))"'E(Xe;). Wenn X
um eine Einheit steigt und Z konstant bliebe, dann wiirde Y
um « steigen (das ist c.p.-Effekt, den wir strukturell erfassen
wollen). In Beobachtungsdaten Daten steigt aber wegen
cov(X, Z) > 0 mit X auch Z an. Deshalb steigt ¥ um mehr

als aq; ndmlich um (.

Wenn man die Parameter mit der Methode der kleinsten
Quadrate schétzt, dann ist der Schatzer & inkonsistent, denn

es gilt

B — a+ (EXXT)'E(Xe).

17.2.15 Beispiel: Der Parameter, der uns interessiert sei 3,
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des folgenden Modells.

Y =0 +aX+7Z+e
Y=0+aX+u
Z=vX +eo

Wenn v # 0, dann gilt E(u|X) = vX # 0. Welche Geschich-
te konnte dahinterstecken? Wir wollen den Einfluss von X
auf Y erfassen. Der DGP hat die Eigenschaft: wenn mehr
X gemacht wird, dann wird auch mehr Z gemacht. Wenn
X steigt, dann steigt Y. Das ist aber nicht nur wegen des
hoheren X so, sondern mit X erhoht sich auch Z und es gilt
einen Begleiteffekt auf Y.

Wenn wir Z einsetzen:

Y =058+aX +vX +ey+ e
=By + 1 X + e+ e
= By+ /1 X +u

und es gilt E(u|X) = 0. Jetzt haben wir ein lineares Mo-
dell mit E(a|X) = 0, aber nicht fiir den Parameter o bzw.
den strukturellen Effekt, der uns eigentlich interessiert. Wir
haben ein Als-ob-Modell fiir den Effekt von X einschlieflich
des Begleiteffekts durch Z.
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17.3 Endogenitat

Bei einen kontrollierten Experiment sorgt die zufillige Zu-

weisung /Verteilung fiir
E(u|Xy, ..., Xg) = 0.

Dann gilt auch cov(u, X;) = 0. Bei Beobachtungsdaten wer-
den wir regelméafig vermuten, dass es Effekte mit cov(u, X}) #

0 gibt.

17.3.1 Bemerkungen: Wenn
cov(u, Xi) # 0

gilt, dann konnen wir die Parameter 5, mit KQS nicht kon-
sistent schitzen. Wir iiber- oder unterschitzen den Zusam-
menhang zwischen Y und Xj;. Wenn wir nur an einer Pro-
gnose interessiert sind, dann ist das eher unerheblich. Wenn
wir uns fiir strukturelle Zusammenhéange interessieren, dann

haben wir im Allgemeinen ein veritables Problem!
Gilt
cov(u, Xj) # 0,

dann sprechen wir von Endogenitat.
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17.3.2 Bemerkungen: Siehe Hansen [17, S. 341f]. Ange-

nommen wir betrachten ein lineares Modell
Y =X'8+u
aberl’]
E(Xu) # 0

Wenn wir die beste lineare Approximation, d.h. die linea-
re Projektion bestimmten, dann verschwindet das Problem

scheinbar. Dabei betrachtet manf|

Y = X6 +e,
E(Xe) = 0.

Weiterhin gilt
B = (B(XX")) " E(XY)
— (E(xXT))" (XXTB + Xu)
=B+ (E(XXT)) " E(Xu) # 3

Der kleinste Quadrate Schatzer konvergiert gegen den Pro-

jektionskoeffizienten

A

IC RNy G

"Dann gilt auch E(u|Xj, ..., Xr) = 0 nicht.
83p ist der Koeffizient der Projektion.
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Wenn wir lediglich an der linearen Projektion interessiert
sind (z.B. fiir lineare Prognosen bzw. fiir eine quantitative
Erfassung der Assoziation), dann ist Nicht-Exogenitit kein
Problem. Wenn wir aber an einem strukturellen Parameter
interessiert sind — weil wir z.B. eine finanzwirtschaftliche Hy-
pothese testen wollen — dann miissen wir das Problem der

Endogenitéit adressieren!

17.3.3 Bemerkungen: Es gibt verschiedene Ursachen fiir

Endogenitét.

e Vergessene Regressoren. Vgl. Stock und Watson |?,
S. 211]. Das Problem haben wir vorn mit Z erlautert.
Eine Losung haben wir ebenfalls schon erlautert. Wir
kontrollieren in dem wir weitere Feature X bzw. Kon-

trollvariablen W; berticksichtigen.

e Die zwei Zufallsvariablen Y und X beeinflussen sich
iber zwei Kanile (z.B. Angebot und Nachfrage)
gegenseitig endogen und wir interessieren uns nicht
nur fiir den resultierenden Zusammenhang, sondern fiir

einen der beiden Wege (z.B. fiir die Nachfragekurve).

e Messfehler. Ein Regressor wird mit einen Fehler ge-
messen. Vgl. Hansen [17, S. 342|. Gerade dieses Problem
ist in der Finanzmarktokonometrie typischerweise akut.

Volatilitaten sind latent, Marktindizes sind nur Proxys,
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f’s sind geschétzt.

17.3.4 Bemerkungen: Lisungsansitze sind vor allem die

folgenden drei.

e Kontrollvariablen. Fiir weitere Effekte kontrollieren,
die mutmafklich fiir die Korrelation verantwortlich sind.
Also mehr Regressoren beriicksichtigen und insbeson-
dere bivariate Regressionen mit sehr grofser Skepsis be-
trachten (eigentlich fiir die strukturelle Analysen irre-

levant).

e Instrumente. Angenommen wir haben Daten zu einer
Zufallsvariable Z mit cov(Z,u) = 0 und cov(Z, X) # 0
(Stock und Watson [?, S. 428ff]). Solche Variablen hei-
fen Instrumente. Jetzt gehen wir in zwei Stufen vor.
Zunichst schiatzen wir auf der ersten Stufe die Regres-

sionsgleichung
X =v%+m1Z +e.

Auf der zweiten Stufe betrachten wir die Regression
Y =By +aX +u.

wobei X = Yo+ 2.
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Wir beobachten

cov(Z,Y) = cov(Z, Bp + /1 X + u)
= [icov(Z, X) + cov(Z, u)

Also

N———

cov(Z,Y

P = 7.X)

/N

COov

e Warum funktioniert diese Methode? Die Regression auf
der ersten Stufe filtert aus X den Teil X heraus, der

nicht mit v korreliert ist.

e Es gilt (vgl. Stock und Watson |7, Seite 434, 467|)

A9TSLS _ SZY
2 _ 24t
SzXx

e Panel. Eine sehr gute (auch sehr gut nachvollziehbare)

Darstellung der Panel-Regression ist Stock und Watson
|7, S. 3611f].

Fragmentarisch: 3
Yit = Po + Prxie + ai + Ui

mit cov(a,x) # 0 und cov(x,u) = 0. Die Endogeni-

tat entsteht hier also wegen der Kovarianz zwischen a
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und x. Dabei ist a; eine zeitlich invariante Quer-
schnittseigenschaft der Beobachtungseinheiten.

Dann betrachten man die zeitliche Differenz

Vit — Yir—1 = Pr(@is — Tig—1) + Uir — Uj—1

= Pr(xip — Tig—1) + wit

Jetzt gilt cov(u, x) = 0. Allerdings gilt cov(u; s, u;¢—1) #
0. Man ist das Problem wegen der Endogenitét los, hat
sich aber ein Problem beziiglich der intertemporalen
Korrelation der Fehler eingehandelt. Wie man damit

umgeht ist aber gut bekannt.

17.4 Verallgemeinerte Momentenmethode
(GMM)

Quelle: Verbeek [?, Seite 175 ff] und Hansen [17].

17.4.1 Bemerkungen: In der Finanzmarktokonomik ist

das folgende Optimierungsproblem’] generisch:

9Es handelt sich um ein intertemporales Optimierungsproblem. ......
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E:(-) bezeichnet den bedingten Erwartungswert. C' bezeich-
net den Konsum, V' das Anlagevermogen, r die Rendite und
w das Arbeitseinkommen. Der Parameter ¢ erfasst den Nutzen-

Diskontfaktor und u(-) den (Perioden-)Nutzen aus Konsum.

Eine mogliche Wahl fiir u ist

Die Bedingung erster Ordnung kann man wie folgt angeben

Cear) _
]Et ) (1 + 7"t+1) — 1] =0.
Ci

Man spricht von einer Momenten-Bedingung,.

Wenn z; € F; ist, dann gilt

(5 (Cgl) B (1+ 7441) — 1) 2

Man bezeichnet solche Variable in diesem Kontext als In-

E, = 0.

strumente. Wir erhalten also fiir jedes Instrument eine wei-

tere Momenten-Bedingung.

Die verallgemeinerte Momenten Methode (GMM) passt ge-
nau zu dieser Modellkonstellation. Mit der GMM kénnen wir
insbesondere die Parameter ¢ und « schéitzen und Hypothe-

sen testen.
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17.4.2 Bemerkungen: GMM betrachtet zu den theoreti-

schen Momenten-Bedingungen

ELf (w1, 2,0)] = 0

die empirischen Momenten-Funktionen

T

gr(0) = %Z [y, 2, 0).

t=1

Es sei M die Anzahl der Parameter und K die Anzahl der

Instrumente (die Anzahl der Momenten-Bedingungen).

Wenn K = M gilt, dann spricht man von just-identified und

16st die Gleichungen
| I
gr(0) = TZ flay, z,0) = 0.

t=1

In diesem Fall ist es eine Momenten-Methode.

Gilt hingegen M > K, dann betrachten man das Minimie-

rungsproblem
min Qr(0) = min(gr(0))" Wr gr(0)

Dabei ist Wy eine (geeignet zu wiahlende) positiv definite
Gewichtungsmatrix. Die Losung 0 dieses Minimierungspro-
blem heifst GMM-Schétzer der Parameter 6.
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Der GMM-Schétzer ist unter geeigneten Regularitatsbedin-
gugnen konsistent und asymptotisch normal. Je nach Wahl
der Gewichtungsmatrix Wy ergibt sich ein anderer GMM-
Schétzer. Die optimale Wahl der Gewichungsmatrix W%pt

manimaert die Kovarianzmatrix des GMM-Schétzers.

Ohne Autokorrelation z.B. gilt

W = (E[f (1, 20, 0)(f (1, 2,0))7])

Es ist naheliegend die optimale Gewichtungsmatrix so zu

schatzen

. —1
G > f @z, 0) (f (20, 21, éu]))T)
t=1

Dabei ist é[l] irgendein konsistenter GMM-Schétzer (z.B. mit
Wr=E).

17.5 Ridge Regression

Quelle: [18, Seite 237ff] und [18], Seite 33ff|

17.5.1 Bemerkungen: Die folgende Zerlegung ist funda-
mental fiir das Maschine Learning. Wir betrachten einen Test-
Datum (yg, xo) mit Label yy und Features x(. Es sei fr die

Prediction-Funktioin auf Basis der zufélligen Trainingsmenge
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7. Fiir den Test-MSE ermitteln wir die Zerlegung

E (s — frixa)) = Viwn — fr(xa)) + (Bl — fr(xa))) +Vie)

= V(fria) + (Bl — Frix)) +V(e)

= V(frlx)) + (Bias(frixa))) + V(o).

V(e) ist der unvermeidliche Fehler. Diesen Fehler konnen wir

auch durch eine kluge Wahl von fT nicht vermeiden. Bei den
. . 2

beiden Termen V( fr(xq)), (Bias(fT(Xo))> ergibt sich der

sogenannte Bias-Variance Trade-off.

Wenn man die Flexibilitat von fff erhohen, dann verrin-
gert das typischerweise die Verzerrung und erhoht die Vari-
anz. Warum? Bei einer hoheren Flexibilitat erhalten wir eine
bessere Anpassung an die Daten. Allerdings riskieren wir,
dass das Modell auch an Noise angepasst wird. Wenn man
dann ein neues Datum betrachtet, dann ergibt sich ein grofser
out-of-sample Fehler (denn der Noise ist anders). Die hohere

Flexibilitat fithrt zu over-fitting.

17.5.2 Bemerkungen: Bei der KQ-Methode minimiert man

N K 2
RSS = Z (yz — B — Z 5/<;£Eik;> :
1=1 k=1

Bei der Ridge-Regression (vgl. James et al. [I8], Seite 237])
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minimiert man

A > 0 nennt man Tuning Parameter. Der Term )‘2sz1 3
heifst Shrinkage Strafe.

Warum funktioniert die Ridge-Regression (gegebenenfalls)?
Wenn A grofer ist, dann verringert das die Flexibilitat des
Prediction-Modells. Dadurch sinkt die Varianz. Wenn die Va-
rianz starker sinkt als der Bias steigt, dann erhélt einen klei-
neren Test-MSE.

17.6 Quantile Regression

17.6.1 Satz: Fiir die reellwertige ZV Y gelte E(Y?) < oo.

Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

e Fiir die reelle Zahl d* gilt

E(Y —d")?*) = inf E(Y —d)?)

—oo<d<oo

o " =E(Y).

e Anschaulich: Der Erwartungswert minimiert den durch-

schnittlichen quadrierten Abstand zu den Daten.
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17.6.2 Satz: Fiir die reellwertige ZV Y gelte E(]Y]) < o0.

Die folgenden Aussagen sind aquivalent:

e Lir die reelle Zahl d* gilt

E(|Y —d')= inf E(Y —d|)

—00<d<o0

e d* ist ein Median von Y.

17.6.3 Definition: Fir 7 € (0,1) und Y ~ F heifst jede
reelle Zahl ¢; mit

F(u) > 7und Flu—) <7
ein 7-Quantil von Y. Fiir 7 € (0, 1) definieren wir die Funk-

tion p; : R — R wie folgt

() = { —z(l—7) fallsz <0

T sonst

17.6.4 Satz: Fiir die reellwertige ZV Y gelte E(]Y]) < oo.

Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

e Fiir die reelle Zahl d* gilt

E(p,(Y —d) = inf E(p.(Y —d))

—o0o<d<00o

e d* ist ein 7-Quantil von Y.
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17.6.5 Least absolute Deviation — LAD

e Wir betrachten das folgende Modell

Yi = X¢T51/2 T &
med(g;| X =x;) =0

e Dann ist med(y;| X = x;) = x; B2 der bedingte Medi-

an.

e Der LAD Schitzer von B3y, ist
N N
D i =/ Bupl = mﬁinz lyi —x; 8.
k=1 k=1

17.6.6 Quantil Regression

e Wir betrachten das folgende Modell

y; = XZT,BT + ¢ (17.4)
Q-(ei]X =x%;) =0 (17.5)

e Dann ist Q,(y;] X = x;) = x! 3, das bedingte Quantil.
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e Der QR Schétzer von 3; ist

N N
> pelyi—x/B) =min )y p:(yi —x/B)
k=1 k=1

17.6.7 Quantil Regression

e Satz: Fiir das Modell ((17.3) — ([17.5]) gelte

- E(][xi[]*) < oo.

— Die bedingten Fehler ¢;|x; haben eine Lebesgue-

Dichte f(g;]x;).
— E(f(0]x;)x;x}) ist positive definit.

Dann ist der QR Schétze BT asymptotisch normal-verteilt

mit
V- (Br = B;) = N(0,V,) iV, (17.6)
V, = (1= 7)(E(fO0)x)xx]) " E () B(f(0x)xx]) ™

(17.7)

17.6.8 V@R mit QR

e Wir betrachten QR-Modelle fiir die Rendite r; mit ge-
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eigneten Prediktoren

(1, %¢) ~ iid
re =%/ B + ¢
Q:(e1] X =x%x;) =0
Q-(y| X =x) = x{ B;

e Schitze QR Modell. Dann

VAR, (V) = = (x{-8,) Vi1
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18 Zustandsraummodelle

und Kalman-Filter

18.1 Zustandsraummodelle

18.1.1 Definition: Ein Zustandsraummodell modelliert zwei
stochastische Prozesse (x¢), (y:),t > 0 und besteht aus zwei
Gleichungen. Letztlich ergibt sich ein Modell fiir den stochas-
tischen Prozess (y;),t > 0. Vorgelagert wird ein Modell fiir
den Prozess (x;),t > 0.

Die erste Gleichung (Zustandsgleichung) beschreibt die
Dynamik der Zustandsvariabeln x;. Der stochastische
Prozess x; der Dimension K € N geniigt der Zustandsglei-

chung

X; —a-—+ AXt_l + Zxéft, Er n IIN(O, ]I)

OO
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a ist ein Vektor der Dimension K. A, Xy sind K X K Matri-
zen. K ist die Dimension des Zustandsraums. Die Zustande
x; — und natiirlich die Storungen &; — sind i.A. latent, d.h. sie
werden 1.A. nicht direkt beobachtet. Typischerweise wird ein
Startwert xo € R® oder eine Startverteilung xq ~ N( 9, Qo)

unterstellt.

Die zweite Gleichung (Beobachtungsgleichung) verbindet

die Zustande x; und die beobachteten Variablen yy:
y: = b+ Bx; + Dd; + 3X,v;, v, ~ 1.i.N(0, ).

a ist ein Vektor der Dimension N, B ist eine N x K Ma-
trix und Xy eine N x N Matrix. y; ist ein stochastischer
Prozess der Dimension /N; N nennen wir die Dimension des

Beobachtungsraum.

d; € R™ enthilt nicht-stochastische von Zeit anhingige Va-
riablen, die z.B. deterministische Trends erfassen. D ist eine

N X m Matrix.

Ferner unterstellen wir, dass die Zustandsinnovationen ; und

die Beobachtungsfehler v, unkorreliert sind:
E(vel) = 0.

Aufserdem sind die Zustandsinnovationen und Beobachtungs-
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fehler unkorreliert zum Startwert

E(Vtxg>

E(Gtxg) =

0,

Zusammengefasst lautet das Zustandsraummodell also:

X; = a-—+ AXt—l + Exet Er ~ IIN(O, ]I)
y: = b+ Bx; + Dd; + Xy, v, ~ 1.1.N(0, I)

wobel

E(Etﬁg) = (515731[
E(Vﬂ/g) = 5t’3]1

E(vel) =0
E(vxt) =0
E(exi) = 0.

Die Parameter des Zustandsraummodell sind a, A, b, B, ¥, 3.
Der Startwert xy und die Storterme €;, v; sind exogene Wer-
te (bzw. die Inputs oder Eingaben). Die (unbeobachteten)
Zustande ergeben sich aus diesen Inputs und den Systemglei-
chungen. Die Beobachtungen ergeben sich schliefslich affine
aus den Zustanden und gestort durch die Beobachtungsfeh-

ler.
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18.2 Kalman-Filter

18.2.1 Definition: Wir definieren:

Xy(s = E(X¢|y1, - Vs
Vx(tls) = V(xi|y1, ... ¥s
(Yely1, o ¥s

Vy(tls) == V(yily1, ... ¥s

~ @ N =

18.2.2 Satz (Kalman-Filter & Kalman-Glatter): Sind
die Startwerte xgp und V4(0]0) gegeben, dann gelten fiir die

bedingten Erwartungswerte bzw. Varianzen die Rekursions-

gleichungen:

Prognoseschritt

Xt|t—1 = AXt—ut—l

Vi(t|t — 1) = AV (t — 1]t — DAT + Q,
Yiji—1 = b+ Bxy;,_1 + Dd;

Vy(t|t —1) = BV, (t|t — )BT + R

Korrekturschritt

Xep = X1 + Gy — Yee-1)
Vi(tt) = Vi(t|t — 1) — GV, (¢t — 1)G/
G, =V (t|t — 1)B 'V (¢t — 1)
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Glattung

Ty = Tyt + St(xtJrl\T - »’Ut+1|t>
Vi (t|T) = Vi(t]t) — Se(Vi(t + 1|t) — Vi (t + 1|T))StT
S, = Vi (t|{) ATV, (¢t + 1]t) !

18.2.3 Satz (Likelihood):

NT
log £ = —710g (27) — —Zlog Vy(t|t — 1)

T
1 _
=5 23 =y )Vt = D)7 e = ye)
7=1

wobei yip = E(y1), Vy(1]0) = V(yy). Alle Werte — bis auf

die Startwerte — werden im Kalman-Filter berechnet.

Die Beweise der Rekursionen beruhen auf dem folgenden
Satz. Die Beweise werden insbesondere in Liitkepohl [26] an-

gegeben.
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19 Einfache Irrfahrten

Quellen: Feller [10], Grimmett & Stirzaker [14], [15], Henze
7|, Steele [34], Schilling |?, Kap.12|, Privault |?]

19.1 Einfiihrung

19.1.1 Defintion: i.) Es sei (X;);en eine Folge von unab-
hingigen Bernoulli Zufallsvariablen[] mit

P(X;=1)=p>0

'Typischerweise in der WT haben Bernoulli ZV das Bild {0,1}. In Stoch Proz
wihlen wir Bild(X) = {1, —1}. Warum?

N0
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Ferner sei Sy = a (der Anfangswert, oft 0). Der durch

Sp=5+) Xi (n=1,273.)

=1

definierte stochastische Prozess heillt einfache Irrfahrt mit

Anfangswert a.

ii.) Gilt p = 12, dann heift (S, )nen, einfache symmetri-
sche Irrfahrt.

19.1.2 Bemerkung: i.) Man kann sich die Irrfahrt als zu-
fallige Bewegung auf Z vorstellen. Zufillig bewegt sich der
betrunkene Punkt nach links oder rechts. Machen Sie eine
Skizze!

ii.) Zur lllustration betrachten wir auch die Punkte (n, S,) €
R% n € Ny. Fiir jedes w € Q erhalten wir einen Pfad (n, S, (w)) €
Ny X Z,n € Ny,

n zahlt die Anzahl der Schritte (die (horizontale) Lange des
Pfads). S, erfasst die vertikale Abweichung.

Schreiben Sie ein Python Skript oder ein R Skript, das sym-

metrische Irrfahrten simuliert und graphisch darstellt.
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Symmetrische Irrfahrten

10 1
cccccc
cccccc

- 66 | ’ |

TN Q«

’:&‘&::f’o o ’;’0” 0’0:/}‘
\‘V‘ QLY &

AR AV SESN §
20N

_10 -
0 10 20 30 40 50
Schritt

.
.

Abbildung 19.1: Pfade der symmetrischen Irrfahrt mit 52
Schritten.

19.1.3 Proposition: Es sei (.S),),en, eine einfache Irrfahrt.

Dann gilt

E(S,) = Sy +nE(X1) = So + n(p — q),
V(Sy) = 4npq,

Beweis: DIY (:= Do it yourself)

» Die Streuung gemessen in der Standardabweichung wachst

proportional zu /n.

19.1.4 Proposition: Es sei (S, )nen, eine einfache Irrfahrt


www.mathstat.de

Manfred Jager-Ambrozewicz www.mathstat.de

mit Sy = a. Dann gilt

n 1 1
P Sn —_p) = 5(n+b—a) Q(n—b+a),

wobei wir die Binomialkoeffizienten Null sind, falls 1(n+b —

a) ¢ {0,1,2,....n}.

Beweils: Wir beachten

i=1
b—azzn:XZ-:u—d
i=1

Aus den beiden Gleichungen

u+d=n
u—d=b—a
folgt
u:n+(b—a)
2
d:n—(b—a)
2

Um von a auf b zu kommen, muss b —a = u — d gelten. Wir
benotigen also v Einsen und d Minus-Einsen. Bei n = u + d

Schritten gibt es dafiir (“;d) Moglichkeiten.


www.mathstat.de

Manfred Jager-Ambrozewicz www.mathstat.de

Also gilt

ut+dy\
P(Sn:b):( g )p q".

Jetzt muss man nur noch die Gleichungen fiir v und d ein-

setzen.

19.2 Einfache symmetrische Irrfahrt

Die einfache symmetrische Irrfahrt (mit Anfangswert
0) ist besonders wichtig. Deshalb werden wir die-
se ausfiihrlicher betrachten. Spiter werden wir uns aus-

fiihrlich mit der Brown’schen Bewegung beschiaftigen, der

wohl der wichtigste stochastische Prozess ist. Die Brown’sche

Bewegung kann gut durch eine geraffte skalierte symmetri-

sche Irrfahrt approximiert werden.

Feller [10] hat eine besonders einflussreiche Analyse der sym-

metrischen Irrfahrt vorgelegt. Das Lehrbuch von Feller |[10]

ist beriihmt! Hier https://de.wikipedia.org/wiki/William_

Feller konnen Sie etwas tiber William Feller lesen.

19.2.1 Proposition (Feller [10, S. 68]): Es sei (X;);cn e€i-

ne Folge von unabhéangigen Bernoulli Zufallsvariablen, wobei
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Verteilung der Endpositionen

0.12 A
® Empirisch
% . .
e X ® ¥ Binomia \.
0.10 4 Asymptotisch normal
pd ? %
® /@
0.08 ¥ W
L )
0.06 - x b
®
0.04 - 7 X
b .
0.02 ? -
2| T 1 ™
0.00 ke 2R | | T%—e .
—-20 -10 0 10 20

Abbildung 19.2: Verteilung von S5o. Empirisch: Monte Car-
lo mit 1000 Pfaden.

=P(X;, = —1) und

n

Sa=0+Y X; (n=123,.)

1=1

die durch X; definierte einfache symmetrische Irrfahrt mit

Anfangswert Sy = 0. Dann gilt

Dos i=P(S, = z) = (%ﬂ) | (u Z d)

dabeiist n =u+dund r = v — d.

» u bezeichnet hier die Anzahl der 1’en und d die Anzahl

der —1’en in der Summe S,,.
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Bekanntlich zahlt der Binomialkoeffizient

() == ()

die Anzahl der Moglichkeiten u 1’en und d (—1)’en anzuord-

nermn.

Wir beachten: v und d ergeben sich aus n und . Wir konnen

z als Vorsprung auffassen ]

Wir notieren noch fiir den spateren Gebrauch

n=u-+d

rT=u—d

und durch Umformung noch

n—=x
d =

2

n+x
u =

2

Wir konnen die obige Wahrscheinlichkeit deshalb so angeben
1 n 1 n
P(S, =)= — | - —(=).
0= (3) (1) () (&)
(1 n
o\ 2n U

19.2.2 Proposition: Fiir die einfache symmetrische Irrfahrt

Feller [10] schreibt p anstatt v und ¢ anstatt d. Wir brauchen aber p und ¢ fiir
die Erfolgswahrscheinlichkeit bzw. die Misserfolgswahrscheinlichkeit.
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mit Anfangswert Sy = 0 gilt

P(Ss, = 0) = (272‘) - (%ﬂ) = Uy,

» Das folgende sogenannte Spiegelungsprinzip kann erstens
noch verallgemeinert werden und hat sich zweitens als aufser-
gewohnlich niitzlich erwiesen. In Henze [?] und in Feller [10]

kann man dazu sehr viele Argumente finden. «

19.2.3 Spiegelungsprinizip (Feller [10, S. 72]): Es sei
A= (a,a) € Ny X Z,B = (b,f) € Ng X Z mit b > a >
0, > 0,8 > 0. Dann gilt: Die Anzahl der Pfade von A nach
B, die die Nullachse beriihren oder schneiden, ist gleich der

Anzahl aller Pfade von A" = (a, —a)) nach B.

In Worten: Die Anzahl der Pfade von A = (a,«) nach B =
(b, 8) mit einer Nullstelle, ist gleich der Anzahl aller Pfade
von A" = (a, —«) nach B = (b, §).

Beweis: Mitschrift SL 20260409
19.2.4 Ballot Theorem (Henze |?, S. 14|, Feller [10),

S. 73] ): Fiir n,z € N gibt es genau (%) - N,,, Pfade der
einfachen Irrfahrt mit S, =0, Sy, ...,.5,—-1 > 0und S, = z.

Es gibt also (£) - N, nullstellenfreie Pfade von (0, 0) nach

(n,x).

U2
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Dabei bezeichnet N, , die Anzahl der Pfade von (0,0) nach

(n,z). Es ist
= ()= () - ("2):

wobei wie gehabt u+d =nund r = u—dbzw. d = 5%, u =

n+x

%% wist die Anzahl der 1’en, die wir benétigen um von (0, 0)

nach (n,x) zu kommen, und die Anzahl der —1’en ist d.

Beweis: Zunichst beobachten wir, dass die Anzahl der im
Theorem genannten Pfade gleich der Anzahl der Pfade ohne
Nullstellen von (1, 1) nach (n,x) ist. Die Anzahl der Pfade
ohne Nullstellen von (1, 1) nach (n, x) ist dann gleich der An-
zahl aller Pfade von (1, 1) nach (n,x) abziiglich der Pfade

mit Nullstellen von (1, 1) nach (n, x).

Jetzt bestimmen wir die Anzahl aller Pfade von (1, 1) nach
(n,x). Wir verschieben dazu das Koordinatensystem
so, dass (1, 1) in den Punkt (0,0) iibergeht. Dann sehen wir,
dass die Anzahl aller Pfade von (1, 1) nach (n,z) gleich der
Anzahl aller Pfade von (0, 0) nach (n—1, x—1) ist; also gleich
Np—12-1.

Es gilt

u+d—1
an,x1:< u—1 )7

denn, wir benétigen fiir einen Pfad von (0,0) nachn—1,z—1

Hier gibt
es unausge-
sprochene
Konven-
tionen.
Welche?
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im Vergleich zu einem Pfad von (0,0) zu (n, x) eine +1 weni-
ger und einem Schritt weniger. Das kénnen wir uns anhand
einer Skizze klar machen oder nachrechnen: Wir bestimmten
die Anzahl der nétigen 1’en und (—1)’en. Die beide Werte
kann man an den Indizes von NV, _; ,_; ablesen.

n—1+(x—-1) n4+x—2 n+zx
Uvyerschoben = 9 = 5 = 5 —1l=u—-1

1 —(r—1 _
dverschoben:n 2(33 >:n2x_1:d_1

Jetzt bestimmen wir die Anzahl aller Pfade von (1, 1) nach
(n,x) mit Nullstellen. Gemif des Spiegelungsprinzips
ist das gleich der Anzahl aller Pfade von (1, —1) nach (n, ).
Jetzt verschieben wir das Koordinatensystem so, dass der
Punkt (1, —1) in den Punkt (0,0) iibergeht. Wir erkennen
jetzt, dass die Anzahl aller Pfade von (1,—1) nach (n,z)
gleich der Anzahl aller Pfade von (0,0) nach (n — 1,z + 1)

ist; also gleich Nj,—1 »41.

Es gilt

u+d—1
Nn—l,erl — ( )

u

wobel wir uns vergewissern, dass es tatsichlich v unten im
Binomialkoeffizienten sein muss! Davon konnen wir uns in

einer Skizze vergewissern. Wir konnen es aber auch wieder
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nachrechnen:
n—1+(x+1) n+x
Uvyerschoben — 9 - 9 =U
n—1—(x+1 n—x—2
dverschoben — 2( ) = 5 =d—1

Dann rechnen wir nach (siehe Mitschrift Mathfred StochProz
SL 20260416), dass

()=

SRS

) Nn,:v

1st.

19.2.5 Bemerkung: Wir betrachten eine symmetrische Irr-
fahrt (S,) mit Anfangswert Sy = 0. Wir haben vorne ermit-
telt:

i)
S
S
I
=
o2
I
=2
I
I
I
S

und

tgn = P(Sz, = 0) = (2:) - (2%)

19.2.6 Hauptlemma (Feller |10, S. 76]): Es gilt
P(S1 # 0, ..., Sy # 0) = P(S2;, = 0) = gy

|das zweite = ist eigentlich nicht Teil der Behauptung, son-
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dern schon bekannt/definiert] Mit Worten: Die Wahrschein-
lichkeit einen Pfad der Lange n ohne Nullstellen zu erhalten
ist genauso hoch, wie die Wahrscheinlichkeit, dass der Pfad

nach n Schritten O ist.

Beweis: Aus Symmetriegriinden
P(Sl 7é 0, ..., Son 7é 0) =2- P(Sl >0, ..., S, > 0)

Wir beachten /betrachten deshalb

WK

P(Sl > (), ...,Sgn > 0) = P(Sl >0, ..., Sgn_l > O,Sgn = 27“)

1
—

r

—2n
(Nop—1.92r—1 — Nop—1974+1) - 2

]2

=<
I
—_

. 2—2n+12—1

WK

(NQn—l,Qr—l - NQn—l,QT—H)

<
l
—

(Non—1.20-1 — Nop_1.9r41) - 27 Y21

]2

<
I
—_
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|
WK
| —

(NQTL—l,QT—l . 2_(271—1) _ NQn—l,QT‘—f—l . 2—(2n—1))

r=1

= % (NQn—l,l ' 2_(2n_1)>

— %[P (Sop_1=1) = %]P (S, = 0) [siehe unten]
1

= §U2n

Wir rechnen P (55,1 = 1) = P (S, = 0) nach:

N M C
2n — 1Y\ 2
- )z
2n—1)! 2
nl(2n — 1 —n)! 22"
 2n(2n —1)! 2
- nl(2n —1—n)!2n 22
C2n(2n—-1)! 1
~nl(n—1)n22

B 2n\ 1
o n 22n

— ]P)(SQn — O)

19.2.7 Definition: Wir definieren die Erstwiederkehrzeit
W =inf{2k |k € N, Sy, = 0}.

Wenn die ZV W (fiir einen Pfad) den Wert 2k annimmt, dann
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ist 2k der erste Zeitpunkt zudem der Pfad eine Nullstelle hat;

also zur 0 zuriickkehrt.

19.2.8 Proposition: Es gilt fiir n > 1

fon = P(W = 2n) = Co) 1 vy
an 22(n—1) op, on
1
T op 1l

Beweis: Feller [10, S. 78] oder Henze |7, S. 43] Wir beobach-

ten und nutzen das Hauptlemma

Fon =P{S1 20, ..., Soms % 0V \ {S1 #0, ..., S5, # 0})
— P({Sy #0, ..., Sop_o £ 0V) — P({Sy £0, ..., So  0)

= Up—2 — U2p.

Die Behauptung folgt dann durch direktes/miihsames Rech-

() (=)= () () -

19.2.9 Satz: Der Zustand S = 0 der einfachen symmetri-

nermn.
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fn (und ein u_22)
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nd ein u_22)

o
2024
c

=

0.1+
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Abbildung 19.3: Die Wahrscheinlichkeiten f,,,n = 2,4, ..., 20
und U99.

schen Irrfahrt ist null-rekurrent, d.h.

P(W < o) :iP(W:Zn) —1
]E(W):o;

Beweis: Vgl. Henze |?, S. 43| (aber auch Feller [10, S. 78]).

Die erste Formel haben wir bereits vorne festgestellt.

Wir zeigen P(W = o0) = 0. Es gilt {W = oo} =N {W >
2k}. Ferner ist {W > 2(k + 1)} C {W > 2k}. Also gilt

{W =00} = lim {W > 2k}
k—00
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Da Wahrscheinlichkeitsmake stetig sind, folgt

P{W = o0}) = P(lim {W > 2k})
= lim P({W > 2k})

= hm u2(k:—1) = O,

wobel wir

lim uoVrk =1

k—o00

verwenden (vgl. Henze |?, S. 27]).

Fiir die dritte Gleichung der Behauptung

EW) =3 2k -B(W =2k) = Y 2k “2;’;”
k=1 k=1
= Z U(k—1) = OO
k=1

Vgl. Henze |7, S. 43f] fiir einige fehlende Schritte.

» Wir konnen uns also bei der einfachen symmetrischen Irr-
fahrt sicher sein, dass sie zur Null zuriickfindet, aber wir er-
warten, dass es unendlich lange dauert. Das strapaziert und

erweitert unsere Anschauung! <«

» Am Rande: Gemaf Durrett [6, S. 250] findet auch ein be-

trunkener Mensch in Z2 mit Wahrscheinlichkeit 1 nach Hause
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zuriick, ein betrunkener Vogel in Z3 nicht )] «

19.3 Homogenitat und Markov-Eigenschaft

Fiir diesen Abschnitt verweise ich besonders auf Grimmett

und Stirzacker [14], S. 18f, 79ff|.

19.3.1 Satz: Eine einfache Irrfahrt ist raumlich und zeit-

lich homogen:

P(S,=j|So=a) = P(S,=7+0b|Sy=a+b),
P(S,=j|So=a) = P(Spsn=171|Sm=a).

Beweis: Zu raumlichen Homogenitéat: Man kommt in n Schrit-

.....

ist aber auch ), X;=j+b—(a+Db). Also kommt man
in n Schritten von a + b nach j + b.

Zur zeitlichen Homogenitat: Es gilt P(S,, = j|Sy = a) =
PO, Xi=j—a) =P """ X; = j—a), wobei das letz-
te Gleichheitszeichen gilt, denn die X; haben alle die gleiche

Verteilung.

19.3.2 Satz: Eine einfache Irrfahrt hat die Markov Eigen-

SDurrett [6, S. 250]: To steal a joke from Kakutani (U.C.L.A. colloquium talk):
A drunk man will eventually find his way home, but a drunk bird may get lost
forever.
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schaft:
P(Sm+n - ] ’ SO = 50, Sl = S1y -1y Sm - Sm) — P(Sm+n - ] ’ Sm - Sm)an

Also: Fiir die Zukunft ist von der Geschichte nur die Gegen-
wart relevant. Oder: The future is independent of the past

given the present.

Beweis: Es gilt P(S,,.n = 7|So = S0,51 = S1,.0,9m =
Sm) — P(Z?In?+1 X@ - ] - 5m> — P(Sﬂﬂ—n — ] ’ Sm — Sm)-

19.4 Des Spielers Ruin

Fiir diesen Abschnitt verweise ich besonders auf Feller [10]
342ff], Grimmett und Stirzacker [14], S. 18f, 79ff] sowie auf
Steele |7, S. 1ff].

19.4.1 Defintion: Es sei (X;);cn eine Folge von unabhén-
gigen Bernoulli Zufallsvariablen, wobei P(X; = 1) = p >
0,P(X; = —1) = 1 —p = ¢q > 0. Ferner sei Sy = k und
Sp=5S0+> 1, Xi,n=12,3,..die durch (X;);en erzeugte
einfache Irrfahrt und A, B € Ny, —B < k < A. Es sei

T=min{n >0 : S, = A oder S, = —B}

der zufillige Zeitpunkt zudem die Irrfahrt A oder B erreicht.
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Einfache Irrfahrten mit absorbierenden Randern
15

Ziel erreicht

0 25 50 75 100 125 150 175 200

Abbildung 19.4: Die blaue Irrfahrt erreicht das Ziel (ohne
vorher bankrott zu gehen). Der schwarze
nicht :-(

7 heilt Stoppzeit der einfachen Irrfahrt mit den ab-

sorbierenden Randern A und —B.

19.4.2 Satz: Die Stoppzeit einer einfachen Irrfahrt mit ab-
sorbierenden Réandern A und —B ist mit Wahrscheinlichkeit
0 unendlich, also

P(t=00)=0

Beweis (vgl. Steele [34], Seite 3]): Wenn Sy = —B, dann
stoppt die Irrfahrt sofort und 7 = 0 < oo. Wir konnen also
0.B.d.A. davon ausgehen, dass Sy > — B gilt. Wir betrachten
die Ereignis £y ={X1 =1, Xo=1,..., X4, =1}, d.h. eine
Serie von A + B aufeinanderfolgenden Gewinnen. Wenn FE;

eintritt, dann stoppt die Kette in A. Wir betrachten weiterhin
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Ey = {XA+B+1 = 1, XaiBi2 = 1»---,X2(A+B) = 1} und
allgemein Ey, = {Xp_1yarpj41 =1, .., Xparp) = 1}

Es gilt P(E;) = p™* B, P(Ef) = 1 — pA*P, die Ereignisse Ej
sind unabhangig und es gilt

P(t >n(A+B)|So=k) <P (ﬂEf) = (1—p)".
i=1
Dann gilt also fiir alle n und &k > —B
Pi(r=00|Sy=k) <P(tr>n(A+B)|So=k) <(1—p)".

Dann muss P(7 = oo | Sy = k) = 0 gelten, denn wir kénnen

n beliebig grof und damit (1 — p)” klein wéhlen.

19.4.3 Satz: Fiir die einfache symmetrische Irrfahrt — also

mit p = % — und absorbierenden Réandern A und —B und

Anfangswert k € {—B, ..., 0, ..., A} gilt:

P(ST = A’S() = k) = P((Sn)nzo endet in A ’ S() = k)

k+ B
A+ B

Beweis (vgl. Steele [34], S. 2]): Wir betrachten

F(k) = P(S, = A|So = k).


www.mathstat.de

Manfred Jager-Ambrozewicz www.mathstat.de

Dann gilt die Differenzengleichung

(k) = 37k = 1)+ 5 f(k+ 1)

und die Randbedingungen

Die Aufgabe besteht jetzt darin, die Differenzengleichung mit
Randbedingungen zu losen. Dafiir gibt es systematische Me-
thoden. Wir machen einen Ansatz und setzen f(—B+1) = «.

Jetzt verwenden wir die Differenzengleichungen und erhalten

f(=B +1) = 5f(~B) + 3/(~B+2)

1 1
=—-04+—-f(—B+2
a=5-0+5f(=B+2)

also
2 = f(—B +2).

Jetzt setzen wir f(—B + 2), f(—B + 1) in die Differenzen-
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gleichung ein und erhalten

f(-B+2)= L f(~B+1) + /(B +3)

2
%0 = cat f(~B+3)
dao=a+ f(—B+3)
3a = f(—B +3)

Allgemein erhalten wir
f(=B+k) = ka.

Wir haben die zweite Randbedingung noch nicht verwendet!

Damit folgt

1= f(A)= f(-B+B+A)=a(B+A)

Also
0 1
A+ B
Also
=Btk =715
bzw.

flk) = F(=B+ B+ ) =
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19.4.4 Satz: Fiir die Stoppzeit einer einfachen symmetri-

schen Irrfahrt mit absorbierenden Réndern A und —B gilt
E(r|So=k)=(A—-k)(k+ B).
Beweis (vgl. Steele [34], S. 2]): Wir betrachten
g(k) = E(7 | 5o = k).
Dann gilt]]

(k) = 51+ gk — 1)) + 50 + gk + 1)

1 1
= Sglk— 1)+ Sg(k +1) +1

und

g(—B) =0und g(A) = 0.

Dann beobachten wir

g(k) = 2olk — 1)+ gk +1) + 1
= glk) —glk—1)=g(k+1)—g(k) +2
= g(k)—glk—1)=g(k+1) —g(k) +2
= Ag(k—1)= Ag(k) +2
= %AQQ(/{—l):—l

“Dabei beachten wir das Gesetz der totalen Wahrscheinlichkeit fiir Erwartungswer-
te (Grimmett und Stirzaker [14] 72]): E(Y) = >, ., E(Y|4;)P(4;)
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Auf Basis dieser Gleichung ist es naheliegend, dass g qua-
dratisch in k ist (die zweite Ableitung ist konstant). Zudem
kennen wir zwei Nullstellen A und —B. Dann kann man
(A — k)(k + B) ansetzen und nachweisen, dass dieser An-

satz alle drei Bedingungen erfiillt.

19.4.5 Satz: Fiir die einfache asymmetrische Irrfahrt p #
1/2 und absorbierenden Réndern A und —B und Anfangs-
wert k € {—B,...,0, ..., A} gilt:

k+B
P(S¢:A|50:/€):P(SnendetinA]SO:k):<q/p) L

(q/p)ATF -1

Beweis: Ubung bzw. Steele [34], Seite 6]

19.4.6 Satz: Fiir die Stoppzeit einer einfachen asymmetri-

schen Irrfahrt mit absorbierenden Réndern A und —B gilt

B+k A+ B 1—(q/p)B+k
E(r|Sy=k) = — - .
(750 =) g—p q—-p 1—(qg/p)**P

Beweis: Ubung
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19.5 Nachtrag zur Wiederkehr

Dieser Abschnitt ist kurz und behandelt nur einen Satz. Fiir
den Beweis verweise ich auf Grimmett und Stirzacker |14}, S.

183ff]. Der Beweis dort verwendet erzeugende Funktionen.

19.5.1 Satz: Es sei (S, )nen, eine einfache nicht notwendi-

gerweise symmetrische Irrfahrt und Sy = 0. Dann gilt:

i.) Die Wahrscheinlichkeit, dass die Irrfahrt jemals zu Null
zuriickkehrt ist 1 — |p — ¢.

Also: Die einfache symmetrische und nur die einfache sym-
metrische Irrfahrt kehrt sicher (d.h. mit Wahrscheinlichkeit
— 1) zur Null zurtick. Bei einer asymmetrischen Irrfahrt tritt

die Riickkehr zur Null nur mit einer Wahrscheinlichkeit < 1.

ii.) Fiir die einfache symmetrische Irrfahrt tritt die Riickkehr
zur Null mit Wahrscheinlichkeit 1 ein, aber der Erwartungs-

wert fiir die Dauer bis zur Riickkehr ist oo.

19.5.2 Bemerkung: Man sagt, dass 0 fir p = 1/2 rekur-
rent ist. Fiir p # % ist 0 fliichtig, voriibergehend oder tran-

sient.
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20 Markov-Ketten

Dieses Kapitel beruht auf Grimmett und Stirzaker [14]
und Henze [19] sowie Billingsley [2]. Norris [?], Tolver [35]
und Privault |?] sind weitere gute Quellen. Die beiden Biicher
Korosteleva [?] und Dobrow [40] sind anwendungsorientiert
und es gibt zudem niitzlichen R Code, den Sie gut als Aus-

gangspunkt fiir eine Programmierungen nehmen konnen.

20.1 Definition

20.1.1 Definiton: Ein zeit-diskreter stochastischer Pro-
zess (X, )nen, mit Werten in einer héchstens abzihlba-
ren Menge S heikt Markov-Kette, falls er die Markov-
Eigenschaft

P(Xn = S‘XQ = Ty eeeny Xn—l = .fl?n_l) = P(Xn = S‘Xn_l = xn_l)

fir allen > 1,29, ....,x,—1,s € S hat.
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Fiir die Zukunft ist von der Vergangenheit nur die Gegenwart

relevant.

Da die Zustandsmenge S abzahlbar ist, werden wir
s;eS,iel, ] CNmitee I, CN

identifizieren. Wir schreiben also X,, = ¢ anstatt X,, = s;.
Wir sagen dann, dass die Kette im Zustand ¢ ist (anstatt im

Zustand s;).

20.1.2 Definiton: Eine Markov-Kette (X, ),en, heifst (zeit-

lich) homogen, falls
P(X, = j| X1 =1) = P(X; = j| Xy =1)

fiir alle n, 7, 5 gilt. Homogenitit bedeutet also, dass der Zeit-
punkt n fiir die Ubergangswahrscheinlichkeit P(X,, = j|X,,_; =

i) irrelevant ist

In diesem homogenen Fall definieren wir die #(S) x #(S)
Ubergangsmatrix P durch

pij = P(X, = 7| Xo = 1).

Diese Ubergangsmatrix hat u.U. unendlich viele Zeilen und

Spalten.

Wir werden nur homogene Markov-Ketten betrach-
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ten.

20.2 Ubergangsdynamiken

20.2.1 Satz: Fiir die Ubergangsmatrix einer homogenen Markov-

Kette gilt:
i.) Fiir alle ¢, j gilt p;; > 0.
ii.) Fir alle ¢ gilt ) ;g pi; = 1. Die Zeilensumme ist 1.

Man sagt manchmal, dass P eine stochastische Matrix ist.
Das ist jedoch missverstandlich, da die Eintrage in der Ma-

trix keineswegs stochastisch (Zufallsgréfen) sind.

20.2.2 Definition: Die n-Schritt Ubergangsmatrix P (m, m+
n) = (pij(m,m + n)) einer homogenen Markov-Kette ist
durch

pij(m7 m —+ n) - P(Xm+n — ]’Xm - Z)
definiert.

Beachte, dass p;j(m, m + n) eine bedingte Wahrscheinlich-
keit bezeichnet.

Wir werden sehen, dass wegen Homogenitat der Zeitpunkt m

fiir die Ubergangswahrscheinlichkeit p;;(m, m + n) irrelevant
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(n)

ist, so dass die Notation p;;(m,m +n) = p;;~ gerechtfertigt

ist (siehe unten).

Wir beachten ferner P(m,m+ 1) = P.

20.2.3 Satz: Fiir die Ubergangsmatrizen einer homogenen
Markov-Kette gelten die Chapman-Kolmogorov Gleichun-

gen:

pijm,m+n+r)= Zpik:(m,m +n)pr;(m+n,m+n+r).
k

Also gilt
Pimm+n+r)=Pmm+n)P(m+nm+n-+r)
und
P(m,m+n)=P".

Wir erhalten die Ubergangsdynamiken also durch einfaches

Potenzieren der Ubergangsmatrix.

Die i-te Zeile von P" enthélt an der j-ten Stelle die (bedingte)
Wahrscheinlichkeiten, dass die Kette ausgehend von ¢ mach

n Schritten im Zustand j ist.
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Beweis: Es gilt

pij<m7 m—+n -+ T) - ]P)<Xm+n+r - ]’Xm = Z)
]P)(Xm+n+r = J, Xm = Z)
P(X,, = i)

Z P(XWH—TH—T - ja Xm—l—n - k? Xy = Z)

. P(X,, = i)
o Z P(Xm+n+r - j‘Xern - ka Xy = Z>P(Xm+n - k; Xy = Z)
B P(X,, = 1)
_ Z P(Xm+n+r — j‘Xm—i-n — k>P(Xm+n — k: Xy = Z)

: P(X,, — i)

— ZP(XmHHr = j‘Xern = k>P(Xm+n = k’Xm — 7’)
k

= sz-k(m, m + n)pr;(m+n,m+n+r)
k

20.2.4 Bemerkung: Wegen des vorhergehenden Satzes gilt
also P(m,m +n) = P" = P(0,n), d.h. die Matrix der n-
Schritt Ubergangswahrscheinlichkeiten P (m,m + n) ist un-
abhéangig von m. Deshalb ist die Notation

pg;) = pij(m,m +n)

gerechtfertigt.

Wir definieren pg-) )= 1, dann kann man einige Formeln ein-

facher angeben.
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In Worten:

pz(.;-l) = , in n Schritten von ¢ nach 5 “

Man kann diese Wahrscheinlichkeit zu Fufs ausrechnen. Das
ist aber uniibersichtlich. Man bestimmt P” und dann wahlt
man den Eintrag an der Stelle 77: pgb) = Pl

» Bisher haben wir nur Ubergangswahrscheinlichkeiten (also
bedingte Wahrscheinlichkeiten) betrachtet. Natirlich kann
man auch Wahrscheinlichkeiten betrachten. Der folgende Satz
betrachtet die Verteilung (die Wahrscheinlichkeiten) zum Zeit-
punkt n angeben. Wir stellen uns vor, dass die Anfangsver-
teilung P(Xy = i) gegeben ist und erhalten eine Formel fiir

die Verteilung P(X,, = i) zum Zeitpunkt n

20.2.5 Satz: Es sei (X),)nen, eine homogenen Markov-Kette
) = P(X,, = i) die Verteilung von X,,. . Dann gilt

und T,

— wir fassen die w*) als Zeilenvektoren auf —

Beachte, dass die Eintriige in w( unbedingte Wahrschein-
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lichkeiten fiir die Periode n sind.

In Worten

71'2.(”’) = ,, Wahrscheinlichkeit im Zeitpunkt n im Zustand 7 zu sein

20.3 Zustandseigenschaften

» In diesem Abschnitt fithren wir Eigenschaften von Zustan-

den ein.

20.3.1 Definition: Ein Zustand ¢ einer homogenen Markov-

Kette heifst rekurrent (wiederkehrend), falls

P( es gibt ein n € Nmit X, =i |Xy=1) =1
bzw. dquivalent

P( fiir allen € N gilt X, #i|Xo=14) =0

Gilt hingegen nur P(X,, =i fireinn € N| Xy =1) < 1, so

heifst ¢ transient (voriibergehend).

Rekurrent bedeutet: Fiir fast alle Pfade — d.h. mit Wahr-
scheinlichkeit 1 — kann man einen Zeitpunkt n finden, zudem
die Kette, die in 7 gestartet ist, zu ¢ zuriickkehrt. Wenn wir

einen Pfad zufallig ziehen, dann konnen wir prak-
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tisch sicher sein, dass eine Riickkehr in endlicher Zeit

stattfindet.

Transient bedeutet: Nur mit einer Wahrscheinlichkeit klei-
ner als 1 zieht man einen Pfad, der in endlicher Zeit zu 1

zuriickkehrt. ¢ € S ist also transient, wenn

P(X, #ifirallen e N|Xy=1) > 0.

20.3.2 Definition: i.) Es sei (X}, ),en, eine homogene Markov-
Kette und fiir i € S

T; = inf{n > 1|X,, =i}

der zufillige Zeitpunkt zudem der Zustand erstmals gleich ¢

ist. Wir definieren die mittlere Riickkehrzeit:

Yook f@-(f), falls 7 rekurrent ist.

oo, falls 7 transient ist.

pi = E(T;| X = 1) = {
Dabei ist fur k € N

f;@ =P(Xy =7, X1 #J,..., X0 # 1 Xo=1).

die Wahrscheinlichkeit, dass der Zustand ausgehend von ¢

erstmal nach £ € N Schritten gleich j ist.

Warum ist p; = 0o, wenn ¢ transient ist. ......
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Abbildung 20.1: Es gilt P(X; = 6|X, = 3) = 0.4. Einen
Pfad der in 3 beginnt und dann in den Zustand
6 libergeht, erhalten wir mit Wahrscheinlich-
keit 0.4. Fiir diese Pfade gibt es kein n € N,
so dass die Kette in n zur 3 zuriickkehrt. Der
Zustand 3 ist also nicht rekurrent. Also ist der
Zustand 3 transient. Es gilt aber auch nicht
P(X, = 3fireinn € N|Xy = i) = 0. Mit
Wahrscheinlichkeit 0.2 wechselt die Kette in den
Zustand 4. Mit Wahrscheinlichkeit 1 wechselt die
Kette dann irgendwann in den Zustand 3 zuriick
(bitte vergewissern Sie sich davon). Es gilt sogar
P(X,, =i fir ein n € N|X; = 3) = 0.2, denn auch
bei einem Wechsel nach 1 gibt es keine Riickkehr
zur 3.
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ii.) Ist der Zustand ¢ rekurrent aber (trotzdem) u; = oo, dann
nennen wir ¢ null-rekurrent. Gilt u; < oo, dann nennen wir

1 positiv-rekurrent.

iii.) Fiir einen Zustand i heikt d(i) = ggT{n : pgb) > 0} die

Periode des von 1.

d ist also genau dann die Periode von i, wenn: p;(n) = 0
aufser fiir n, die Vielfaches von d sind und d ist die grokte na-
tiirliche Zahl mit dieser Eigenschaft. Also, wenn die Periode
von ¢ 2 ist, dann kehrt die Kette mit positiver Wahrschein-
lichkeit nach 2,4,6, ... Schritten nah ¢ zuriick. Nach z.B. 3
Schritten mit Wahrscheinlichkeit 0.

i heifst periodisch, falls d(7) > 1 ist. i heift aperiodisch,
falls d(i) = 1.

Aperiodisch bedeutet: Es gibt ein NV € N, so dass p(") > ()

i
fiir alle n > N gilt]] Wenn also N z.B. 100 ist, dann gilt
I = 0, pU s 0 p% 5 0, Aperiodizitit ist wich-
tig fiir die Langfrist-Analyse von Zustianden beziehungsweise

Ketten, wie wir spater sehen werden!

iv.) Ein Zustand heifit ergodisch, falls er positiv-rekurrent

und aperiodisch ist.

Also: Wenn ¢ ergodisch ist, dann ist ¢ aperiodisch, die Ket-

'Der Beweis bendtigt etwas Zahlentheorie ......
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te kehrt sicherf| zu i zuriick und die Kette benétigt fiir die
Riickkehr im Durchschnitt nicht ewig.

v.) Ein Zustand ¢ heift absorbierend, falls P( X, = | X,, =
i) = 1.

20.3.3 Satz: Wir verwenden die folgenden Konzepte:
N; = #{n € Ny| X, =i}

bezeichnet die Anzahl der Besuche bei Zustand i, die in ¢

beginnt und (wie schon vorher definiert)
T; = min{n > 1|X,, =i}

bezeichnet den Zeitpunkt des ersten Besuch des Zu-

stands <.
i.) Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
a.) i ist rekurrent.
b.) P(T; = oo| Xy =1) = 0.
c.) P(N; =o0|Xg=1) = 1.
d) 3,0 = oo

In Worten: Wenn ein Zustand rekurrent ist, dann konnen

’bedeutet mit Wahrscheinlichkeit 1
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wir uns praktisch sicher sein, dass er unendlich oft besucht
wird (deswegen wird er auch wiederkehrend genannt). Wir
konnen uns auch praktisch sicher sein, dass es nicht unendlich

lange dauert bis die Riickkehr eintritt.

ii.) Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
a.) 1 ist transient.
b.) P(T; = co| Xy =1) > 0.
c.) P(N; = 00| Xy =1) = 0.

In Worten: Wenn ein Zustand transient ist, dann kénnen wir
uns praktisch sicher sein, dass er nur endlich oft besucht
wird. Das bedeutet, dass er ab einem bestimmten Zeit-
punkt nicht mehr besucht wird (deshalb wird er auch
manchmal fliichtig genannt). Zudem miissen wir mit posi-
tiver Wahrscheinlichkeit damit rechnen, dass die Riickkehr

unendlich lange dauert.

Beweis: Billingsley [2], S. 118] fiir die Aussagen in c.) und d.),
Grimmett und Stirzaker |14, S. 248]. Privault |?, Kapitel 6].
Vgl. auch Norris |?, Seite 26].
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» Es gilt (vgl. Norris |?, Seite 25])

E(N| Xy =14) = pi’.
n=0

20.4 Klassen und Klasseneigenschaften

» Wir definieren auf der Menge der Zustinde eine Aquiva-
lenzrelation. Dann konnen wir die Zustinde in Aquivalenz-
klassen zerlegen. Wenn eine Kette aus nur einer Klasse be-
steht (dann heift sie irreduzibel) und kann fir sich dbersicht-

lricher untersucht werden.

Wir werden bemerken, dass die Eigenschaften positiv-rekurrent,
null-rekurrent, transient und d-periodisch Klasseneigenschaf-

ten sind.

20.4.1 Definition: Wir schreiben ¢ — 7 und sagen j ist

aus ¢ erreichbar, falls es ein m € Ny mit pz(.;ﬁ) > () gibt.

(m)
ij
Zustéanden g, i1, ..., i, Mit 49 = 4,4, = j und stets p;,4, ., > 0.

Es gilt: p..” > 0 genau dann, wenn es eine Sequenz von

Wenn ¢ — 5 und 5 — ¢ gilt, dann schreiben wir 72 <+ j5. In
diesem Fall sagen wir, dass ¢+ und 7 kommunizieren.

0 _

Bemerkung: Wegen p;;’ = 1 (gemék Festsetzung) gilt i <> ¢
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fir alle 1.

20.4.2 Satz: i «+ j definiert auf S eine Aquivalenzrelation.
Es gilt also:

o [iiralle: € Sist i 1.

o Gilt fiir 4,5 € S,7 <> j, dann gilt auch j <> 7.

o Gilt fiire,j,k € 5,14 j,7 < k, dann gilt auch 7 < £.
Bemerkung: Auf Basis der Aquivalenzrelation <+ konnen

wir Aquivalenzklassen definieren. Es sei s € S in Zustand,

dann heifst
s]={x € S|z < s}

Aquivalenzklasse mit Repriisentanten s.

20.4.3 Satz: Fiir 7,5 € mit ¢ <> j gilt:
i.) 7 und j haben die gleiche Periode.
ii.) 4 ist genau dann transient, wenn j transient ist.

iii.) 4 ist genau dann null-rekurrent, wenn j null-rekurrent

1t.

iv.) 7 ist genau dann positiv-rekurrent, wenn j positiv-rekurrent
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1st.

Bemerkung: Die vier Eigenschaften sind also Klassenei-
genschaften: Gilt eine Eigenschaft fiir einen Zustand einer
Klasse. dann gilt die Eigenschaft fiir alle Elemente dieser
Klasse. Dementsprechend sprechen wir insbesondere von ei-
ner rekurrenten Klasse bzw. von einer transienten Klasse,

USW. .
Beweis: Grimmet und Stirzaker [14] und Tolver 35 S.24].

Ein kompletter Beweis ware zu lang fiir ein Skript. Wir zei-
gen (wie in Tolver 35, S.24]) folgendes: Wenn ¢ <+ j und j

rekurrent, dann ist auch ¢ rekurrent.

Wenn ¢ <> j gilt, dann gibt es gemaft Definition [,m € N
(1)

i > 0und p(-;n) > 0.

mit p ;

Jetzt betrachten wir fiir £ € N die Wahrscheinlichkeit nach
[ + k 4+ m Schritte von ¢ zurilick nach ¢ zulangen und dabei in
den Zustand 7 nach [ und dann nochmal nach [+ &£ Schritten
zu besuchen, also:

(1), (k) (m)
DijP;iPji -

Dann gilt natiirlich

(m)

(l+k+m) (1) (k)
D, > . jpﬂ.

X3 = ijpj
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Jetzt beobachten wir
O o
(n) l+k+m
Sl = Sl ) (S )
n=1 k=1

Wenn j rekurrent ist, dann divergiert > ;- p(k) = 00. Dann

JJ
muss aber auch die Reihe ), pgf) = oo divergieren. Also
ist ¢ rekurrent. Es gilt also: Wenn ¢ <+ 7 und j rekurrent.

Dann 1st auch 7 rekurrent.

20.4.4 Definition: i.) Eine Menge von Zustinden M C S
heifst abgeschlossen, falls p;; =0 fiir alle¢ € M,j ¢ M. M

heift kommunizierend, falls 7 <+ 5 fiir alle 2, 7 € M.

ii.) Eine Markov-Kette heifst irreduzibel, wenn sie nur aus

einer einzigen <+ -Klasse besteht.

20.4.5 Bemerkung: i.) M ist genau dann abgeschlossen,
wenn » oy piy = 1 fiir alle 7 € S gilt.

ii.) Wenn eine Kette eine abgeschlossene Menge erreicht, dann

verlasst ist die Kette diese Menge nicht mehr.

iii.) Wenn eine Menge von Zustédnden kommunizierend ist,
dann kommunizieren geméaf Definition alle Elemente in dieser
Menge miteinander. Wenn C' nicht nur eine Menge, sondern

sogar eine <>-Klasse ist, dann liegen in C' alle Zustéinde, die
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miteinander kommunizieren. In diesem Sinn ist jede Klasse

eine maximale kommunizierende Menge.

20.4.6 Satz: Wenn C eine rekurrente < -Klasse ist, dann
ist C' abgeschlossen (vgl. Norris |?, Seite 27]).

Beweis: Angenommen C wire nicht abgeschlossen. Dann
gibt es7 € C'und j ¢ C mit p;; > 0. Also ¢ — 7. Wiir-
de auch j — 7 gelten, dann wire § € C, denn C' ist eine
Klasse. Also 7 /4 1.

Jetzt betrachten wir das Ereignis, dass die Kette in ¢ startet
und nie zuriickkehrt: {X,, # i Vn, Xy = i}. Dann gilt

{Xp #iVn, Xg=1i} D J{X1 =k, Xo =i} D{X1=j, Xo=1i}.
kA

Also gilt auch
P({X, i Vn} | Xo = i) = PUX1 = j} [ Xo = i) = pj: > 0.

Dann ist 7 aber nicht rekurrent.

» Die Umkehrung gilt, wenn C' endlich ist.

20.4.7 Satz: Wenn C' eine endliche abgeschlossene <+ -Klasse

ist, dann ist sie rekurrent (vgl. Norris [?, Seite 27]).
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20.4.8 Satz: Der Zustandsraum einer homogenen Markow

Kette lasst sich eindeutig in der Form
S=TwWCiyCy W ...

zerlegen. Dabei ist 1" die Menge der transienten Zustinde der
Kette und Cj, O, ... sind die abgeschlossenenP| rekurrenten

Klassen.

Beweis: Grimmett und Stirzaker [14], 251|

20.4.9 Bemerkung (Grimmett und Stirzaker [14, 252|):
Wenn die Markov-Kette in C; beginnt, dann bleibt die Ket-
te fiir immer in dieser abgeschlossenen rekurrenten Klasse.
Wenn die Kette in 1" beginnt, dann bleibt die Kette u.U. fiir
immer in 7" oder sie wechselt in eine rekurrente Klasse und
bleibt dann dort fiir immer. Fiir den Fall #(S) < oo gilt:
Wenn die Kette in T startet, dann wechselt die Kette mit

Wahrscheinlichkeit 1 in eine rekurrente Klasse.

3abgeschlossenen hitte man nicht angeben miissen, denn rekurrente Klassen sind
abgeschlossen.
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20.5 Stationare Verteilung

20.5.1 Definition: Ein Zeilenvektor @* heilst stationare

Verteilung der homogenen Markov-Kette, falls

i) ;>0 firalle jund }_; gmj = 1.

jes "y
ii.) w* = w*P.

20.5.2 Bemerkung: 7* ist/heift wegen ii.) der Definition

ein Linkseigenvektor der Matrix P zum Eigenwert 1.

20.5.3 Bemerkung: Gilt P(Xy = j) = 7}, dann gilt auch
P(X, = j) = =} (fiir alle n). Deshalb heift eine stationére

Verteilung so wie sie heifst.

20.5.4 Satz: i.) Eine irreduzible homogene Markov-Kette
hat genau dann eine stationédre Verteilung 7*, wenn alle Zu-

stande positiv rekurrent sind.

ii.) In diesem Fall ist die stationére Verteilung 7w* eindeutig

bestimmt und es gilt

wobei
pi = E(T3| Xy = i)

die erwartete Dauer bis zur nachsten Riickkehr zu in 7 ist.
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Beweis: Grimmet und Stirzaker |14, S. 254] und Norris |?,
Seite 37|

20.6 Langfristverhalten

20.6.1 Bemerkung (Grimmett & Stirzaker [14], 259]
): Wir wollen das Grenzverhalten p;;(n) fiir n — oo unter-
suchen. Wie das folgenden Beispiel belegt, fithrt Periodizitét
zu einer Komplikation ]| Es sei S = {1,2} und

0 1
P pr—
Dann alterniert p;;(n). Das verkompliziert die Asymptotik.

20.6.2 Satz (Grimmet und Stirzaker [14, S. 262|):

Fiir jeden aperiodischen Zustand j einer homogenen Markov-

Kette gilt
m _ 1

li =
7”L1—>1f£lopj] /’L]

und fiir jeden Zustand ¢ gilt

lim pl(.?) — &’

‘Diese Kette hat aber einer eine stationire Verteilung.


www.mathstat.de

Manfred Jager-Ambrozewicz www.mathstat.de

wobel
i = E(T3| Xo = 1)
und

fij = P( es gibt ein n € N mit X, = j| X, = 1).

20.6.3 Bemerkung: Die Gleichung limn_mpg?) = fij/1L
gilt auch fir ¢« = j. Wenn j rekurrent ist, dann ist f;; = 1.

Wenn f;; < 1, dann ist j fliichtig. Dann folgt 11; = oo.

» Die folgenden Satze und Bemerkungen sind weniger all-
gemein als die Vorhergehenden, dafiir etwas tibersichtlicher

(und leichter zu beweisen). Aufserdem beachten wir die Be-

merkung [20.4.9, Gemals derer eine Kette ......

20.6.4 Satz: Fiir die Zustinde einer irreduziblen]] aperiodi-

schen homogenen Markov-Kette gilt

"’L 1
lim pz(.j) —
1
lim P(X, = j) = —.

Hier muss man bemerken, dass die Grenzwerte unabhéingig

von ¢ sind.

®Vgl. aber den Satz unten fiir eine weitreichendere Aussage ohne die Voraussetzung
der Irreduzibilitat.
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Fiir null-rekurrente und transiente Zustiande gilt die Aussage

auch; mit p; = oo und Grenzwert 0 = é

Beweis: Grimmet und Stirzaker [14, S. 259] Wir zeigen nur
die Giiltigkeit des zweiten Grenzwertes, wobei den ersten ver-

wenden.

Es gilt

Dann beobachten wir

lim > P =l = 3 P J;f%opij’
1

— P -

z@: ( i My

Also

1
lim P(X, = j) = —

20.6.5 Bemerkung: i.) Wenn die irreduzible aperiodische

Kette transient oder null-rekurrent ist, dann ist also

lim p( o)

n—soo ™ v

ii.) Wenn die irreduzible aperiodische Kette positiv-rekurrent
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ist also, dann
m_ L

lim p;;" = —=m

wobel 7" ist die eindeutig bestimmte stationare Verteilung
ist (die es bei es bei positiv-rekurrent gibt).

iii.) Wenn die irreduzible Kette die Periode d hat, dann

(ndy . d

20.6.6 Zusammenfassung fiir irreduzible aperiodische
homogene Markov-Kette: Fiir eine irreduzible aperiodi-

sche homogene Markov-Kette gilt einer von drei Félle:

1. Die Kette ist transient und lim,,_,, pg;) =0.

2. Die Kette ist nur null-rekurrent; es gibt keine statio-

nare Verteilung und lim,, . i
3. Die Kette ist positiv-rekurrent, es gibt eine statio-
nare Verteilung und
m_ 1 _

lim py; =—=m,.
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20.7 Ergodentheorem

20.7.1 Satz: Gegeben sei eine irreduzible Kette. Dann gilt

f 1
]P’(V(n) %—ﬁirn—>oo> =1,
n i

wobel
n—1
Viln) = " Ix,—
k=0

die Anzahl der Besuche vor n ist, V"flm ist der Anteil der

Zeit, die die Kette vor n im Zustand ¢ ist.

Beweis: vgl. Norris [?, Seite 53]

20.7.2 Bemerkung: Angenommen wir wollen einen Zeit-
punkt N der fernen die Wahrscheinlichkeit P(Xy = i) = Mi

schitzen. Wenn die Ketten schon lange lauft (d.h. n isé
grof), dann kénnen wir den Langschnitt-Durchschnitt @
als Schétzer verwenden. Die Vorgehensweise ist von funda-
mentaler Bedeutung fiir die Zeitreihenanalyse (und wird oft

vernachléssigt).
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20.8 Hitting Wahrscheinlichkeiten,
durchschnittliche Hitting Zeiten und
durchschnittliche Riickkehrzeiten

» Die folgenden drei Sitze sind Anwendungen der sehr niitz-
lichen First Step Analysis. Die Darstellung beruht auf Norris
7| und Privault |?] und ist noch nicht korrigiert (iiber Hin-

weise auf Fehler wiirde ich mich freuen).

20.8.1 Definition: Wir definieren Hitzeit
H' = inf{n > 0|X, € {i}},

H{} ist der fritheste Zeitpunkt zudem die Kette {4} besucht.

Zudem definieren wir

h = P(H' < ool Xy = 1)
EY = E(HY X, =1)

20.8.2 Bemerkung: Wir beachten die folgenden Randbe-
dingungen

ph =1

K =0

Denn: wenn X, = i ist, dann ist H1 = inf{n > 0|X,, €

[}y =0,
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20.8.3 Satz: Der Vektor der Hitting Wahrscheinlichkeiten

ist die minimale nicht-negative Losung des folgenden linearen

Gleichungssystems
hih =1
W =N pght? kA

JjeSs
Beweis: vgl. Norris |?, Seite 13]
20.8.4 Satz: Der Vektor der mittleren Hitting Zeiten Hit-

ting Wahrscheinlichkeiten ist die minimale nicht-negative Lo-

sung des folgenden linearen Gleichungssystems

K =0
B =14 okl kA
JF

Beweis: vgl. Norris |?, Seite 17

20.8.5 Satz: Fiir die Riickkehrzeiten gilt:

ki

Beweis: vgl. Privault |7, Seite 126f]
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20.9 Endliche Ketten

20.9.1 Definition: Eine Markov-Kette heilt endlich, falls
N = #(9) < 0.

20.9.2 Satz: Eine endliche homogene Markov-Kette hat min-
destens eine rekurrenten Klasse und alle rekurrente Zustande

sind positiv-rekurrent.

20.9.3 Satz: Fiir die Ubergangsmatrix P einer endlichen
homogenen Markov-Kette gilt:

i.) A =1 ist Eigenwert von P zum Eigenvektor (1,1, ...,1)%.
ii.) Fiir alle Eigenwerte von P gilt |A| < 1.

20.9.4 Satz (Perron-Frobenius): Fiir die Ubergangsma-
trix P einer irreduziblen endlichen Markov-Kette mit Periode

d gilt:

i.) Die Eigenwerte vom Betrag 1 sind: A} = w% Xy = w?, ..., Ay =
w?1 wobei w = e/,

ii.) Fiir alle anderen Eigenwerte Agy1, ..., Ay gilt [\| < 1,7 =
d+1,...,N.

Insbesondere: Im Falle der Aperiodizitit d = 1 ist A = 1
der einzige Eigenwert mit Betrag 1. Alle anderen Eigenwerte

haben einen Betrag strikt kleiner 1.
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Beweis: Grimmett und Stirzaker [14], Seite 269|

20.9.5 Satz: i.) Die Anzahl der persistenten Klassen einer
homogenen Markov-Kette entspricht der Vielfachheit v des
Eigenwertes Ay = 1, wobei die algebraische und die geome-
trische Vielfachheit {ibereinstimmen. (Vgl. Karlin und Taylor
|7, Seite 4])

ii.) Die Ubergangsmatrix einer endlichen homogenen Markov-
Kette kann durch die geeignete Wahl der Zustandsnumme-

rierung in der Form

(P 0 .. 0 0\

0O P .. 0 0

0 0 .. P, 0
\@ @ Q Q)

angegeben werden. Dabei korrespondieren die Zeilen mit den
Matrizen Py, ..., P, zu den persistenten Klassen und die Zei-

len mit den Q-Matrizen zu den fliichtigen Zustanden.


www.mathstat.de

21 Brown’sche Bewegung

21.1 Brown’schen Bewegung als skalierte

geraffte Irrfahrt

Dieses Kapitel orientiert sich an Shreve [33, Kapitel 3].

21.1.1 Definition: Es sei (§2, F,P) ein Wahrscheinlichkeits-
raum. Ein zeit-stetiger stochastischer Prozess By, t € [0, 00)

heifst Brown’sche Bewegung, falls:

i) By = 0.
ii.) By(w) ist fiir alle w eine stetige Funktion der Zeit t.

iii.) Fir alle 0 = t) < t; < ... < t;, sind die Zuwéchse
(bzw. Inkremente) By, — By, ..., By, — By

und normal-verteilt mit

unabhangig

m—1

E(Bti - Bti—l) =0,
V<BtZ - Bti,1> — tz - ti_l.

D901



Manfred Jager-Ambrozewicz www.mathstat.de

also

Btz‘ - Btz‘fl ~ U.IN(,u = O, o = ti - ti_1>.

» Wir betrachten als diskrete Vorstufe zur zeit-stetigen BB

die einfach symmetrische Irrfahrt.

21.1.2 Satz: Es sei (€2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum
und firn € N

Sn:S()—i—Zn:XZ‘

i=1
eine einfache symmetrische Irrfahrt mit Sy = 0 und P(X; =
1) =1 =P(X; = —1). Dann gilt:
i.) Fir alle 0 = ky < k1 < ... < ky,, sind die Zuwichse
Sky — Skys -5 Okyy, — Ok, unabhingig.
ii.) E(Sk, — Sk,_,) = 0.
iil.) V(Sk, — Sk,_,) = ki — ki_1.
iv.) Sk, — Sk,_, ist Binomialverteilt mit k; — k;_; Wiederho-

lungen und Erfolgswahrscheinlichkeit %

Beweis: Ubung

21.1.3 Satz: Es sei (€2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum
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und
Sn — SO+ZX¢,71 e N
i=1

eine einfache symmetrische Irrfahrt mit Sy = 0. Dann gilt fiir

alle [ > k:
E(Sl‘./rk) = Sk;

Dabei bezeichnet Fj die von Xi, ..., X} erzeugte o-Algebra
und E(5;|Fy) die bedingte Erwartung beziiglich F.

S, hat also die sogenannte Martingal-Eigenschaft.

21.1.4 Satz: Es sei (€2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum

und

Sn:SO—an:Xi,nEN

1=1

eine einfache symmetrische Irrfahrt mit Sy = 0 und P(X; =
1) = 3 = P(X; = —1).. Dann gilt fiir die quadratische

Variation von (S, )nen,

k
= (S;—51) =k
7=1

Beweis: Beachte X? = 1.
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21.1.5 Definition: Es sei (X2, F,P) ein Wahrscheinlichkeits-

raum und
Sn — SO+ZX¢,H e N
i=1

eine einfache symmetrische Irrfahrt mit Sy = 0. Fiir alle n €

N definieren wir, falls nt € Ny gilt,

1
—Snt7 t Z O.
n

7

Ist nt € Ny, dann bestimmen wir das grofste s < ¢ mit

Wt(n) —

ns € Ny und das kleinste v > ¢ mit nu € Ny und definieren

Wt(n) durch lineare Interpolation:

Wt(") heifst skalierte symmetrische einfache Irrfahrt.
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21.1.6 Bemerkung: i.) Die Skalierung und der Zeitraffer
sind untibersichtlich. Um diese Transformation intuitiv zu

erfassen, beobachten wir

Dann ist

vy = (%)Qn =1

Die Varianz pro Zeiteinheit ist demnach 1.

ii.) Die Skalierung und der Zeitraffer sind uniibersichtlich.
Wir betrachten ein Zahlenbeispiel. Wir wahlen n = 52 und
t = 1.5. Dann ist nt = 78 € N. Also ist
1
WP = ——Sx.
1.5 \/572 78
Jetzt betrachten wir ¢ = 1.7. Dann ist nt = 88.4 ¢ N. Also
[nt] =88, s =3 =1.692..., u =5} = 1.711.... Weiterhin

88
W - (- (1),

88 88
52 52 52 52

Wir machen noch eine Probe

89 38
WS”—WQ”+(WQ”—WQW)6J(55—59

02 92

52 92

= Wi (WP - wi).

52 52 52
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21.1.7 Bemerkung: Drei Mafinahmen charakterisieren die
skalierte symmetrische Irrfahrt im Vergleich zur einfachen

symmetrischen Irrfahrt:

i.) Die Zeit wird gerafft. Der Wert von W) zum Zeitpunkt
t ergibt sich aus dem Wert der einfachen symmetrischen Irr-

fahrt S zum Zeitpunkt nt.

Die Zeitraffung kann man an einem Beispiel leicht erfassen.
Angenommen n = 200. Wenn dann die Zeit ¢ das Einheits-
zeitintervall von 0 bis 1 durchlauft, dann erhalten wir 200
Beobachtungen. Also n = 200 Werte im Einheitszeitinter-
vall.

ii.) Die Pfade werden durch die Multiplikation mit % ZU-
sammengedriickt /skaliert.

iii.) Die Pfade werden zu einem zeit-stetigen Prozess fort-

gesetzt.

» Bis auf Grenziibergang ist eine skalierte symmetrische ein-
fache Irrfahrt eine Brown’sche Bewegung. Wir fassen die Ei-
genschaften der skalierte symmetrische einfache Irrfahrt zu-

sammen, die fiir die Brown’sche Bewegung ebenfalls gelten.

21.1.8 Satz: Fiir die skalierte symmetrische Irrfahrt gilt:

1) FirO=ty <t; <..<t, mitnt; € No,’i =0,....,m sind
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die Zuwachse

’ Wé:) o W(”)

tm—1

Wt(1n> L W(”)

tO g oo

unabhangig.
ii.) [Erwartungswet Null] Fiir 0 < s <t mit nt,ns € Ny:

iii.) [Varianz gleich Linge Zeitintervall| Fiir 0 < s <t

mit nt,ns € Ny:

iv.) [Martingal-Eigenschaft| Fiir 0 < s < ¢ mit nt,ns €
Noi
E(W,.") | Fpy) = W,

S

v.) |Quadratische Variation gleich t| Fiir alle ¢ > 0 mit
nt € Ny gilt

(W W), =t

» Der folgende Satz ist ungenau formuliert. ......
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21.1.9 Satz: Die skalierte symmetrische Irrfahrt konvergiert]|

fiir n — 0o gegen eine Brown’sche Bewegung.

Beweis: Shreve [33, S. 89

» Fiir spitere Betrachtungen und fiir die Simulation ist ei-
ne alternative Repréisentation der skalierte symmetrische Irr-

fahrt niitzlich, die wir jetzt einfiihren.

21.1.10 Definition: Es sei z; eine symmetrische Ber-
noulli Zufallsvariablen mit Bild(z;) = {—1,1} und P(z;, =
1) = P(z, = —1) = 1. Wir schreiben dann z; ~ SymBern.
Den kleinen Buchstaben z reservieren wir fiir SymBern ver-

teilte Zufallsvariablen.

21.1.11 Definition und Satz: WA fiir t = t;, = kAt k =

0,1,2,... heilst skalierte symmetrische Irrfahrt, wenn:
e Fiir £ € N ist z, ~ 1iBern.
o W =0 und iterativ fiir k =0,1,2, ...
W(%il) Wity + VAL - 2141 = W, + X,
wobel X; = VAL - 2

Wenn man ein hinreichend kleines At wahlt, dann liefert die

'Das ist ungenau, denn die Form der Konvergenz ist unklar.
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skalierte symmetrische Irrfahrt Y; fir ¢, = kAL, K =0,1,2, ...

eine gute Approximation fiir eine Brown’sche Bewegung; also
Wi, = Wil b = kAL k= 0,1,2, ..

Die X; erfassen die Zuwéchse fiir die Zeitspanne At. Es gilt
E(X;) = 0 und V(X;) = V(VAL - z;) = At. Bei der ska-
lierten symmetrischen Irrfahrt sind die Zuwachse Bernoulli
verteilt. Bei der Brown’schen Bewegung sind die Zuwachse
normal verteilt. Erwartungswert und Varianz sind gleich. In
der Wahrscheinlichkeitstheorie lernt man, dass die Summe
von Bernoulli Variablen im Grenziibergang normal verteilt

1st.

21.1.12 Bemerkung: Wir haben in der vorhergehenden De-
finition eine scheinbar alternative Definition fiir eine skalierte
symmetrische Irrfahrt an. Wenn man At = % und £k =n -t
(fiir solche ¢, so dass n -t € N) beachtet, dann erkennt man,

dass die Definitionen ubereinstimmten.

Notiz:

Also fiir t = ¢

1

W = v

wt = VAL S = Wik, = W


www.mathstat.de

Manfred Jager-Ambrozewicz www.mathstat.de

21.1.13 Fallstudie: Wir simulieren jeweils 25 skalierte sym-
metrische Irrfahrten bzw. Brown’sche Bewegungen. Zunéchst
generieren wir jeweils 25 Pfade mit 52 Schritten fiir eine Zeit-
einheit [1J]. Dann generieren wir jeweils 25 Pfade mit 250
Schritten und schliefslich mit 750 Schritten. Bei 25 Schritten
ist der Unterschied zwischen der symmetrischen skalierten

Irrfahrt und der Brown’sche Bewgung sehr auffillig.
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skal sym Irrf

BB
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Abbildung 21.1: 25 Pfade von symmetrischen Irrfahrten

bzw. von Brown’schen Bewegungen mit 52
Schritten
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skal sym Irrf
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Abbildung 21.2: 25 Pfade von symmetrischen Irrfahrten

bzw. von Brown’schen Bewegungen mit
250 Schritten
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skal sym Irrf

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Zeit

BB
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Abbildung 21.3: 25 Pfade von symmetrischen Irrfahrten

bzw. von Brown’schen Bewegungen mit
750 Schritten
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Gemals Definition hat die Brown’sche Bewegung W; zum
Zeitpunkt ¢ = 1 eine Standard-Normalverteilung. Das Hi-
stogramm bzw. die geschitzte empirische Dichte der End-
werte der Pfade bei ¢ = 1 miisste also ndherungsweise wie
die Dichte der Standard-Normalverteilung aussehen. Bisher
haben wir nur 25 Pfade betrachtet. Um die zuletzt genannte
Approximation zu sehen, miissen wir deutlich mehr Pfade be-
trachten. Der folgende Plot zeigt die Histogramme bzw. die
empirische Dichte fiir skalierte Irrfahrt und fiir die simulierte
Brown’sche Bewegung fiir 100000 Pfade und aufkerdem die

Standard-Normalverteilung.

Histogramme und N(0,1)-Dichte

0.2 0.3 0.4
1

Density

0.1

0.0
L

W[, n*t+1]

Abbildung 21.4: Histogramme der Endwerte der Pfade
von W und W* sowie die Dichte der
Standard-Normalverteilung
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Geschatzte emp. Dichte und N-Dichte

Density
0.2 0.3 0.4
|

0.1

T T T T T
-4 -2 0 2 4

N =100000 Bandwidth =0.08496

Abbildung 21.5: Geschatzte empirische Dichten der End-
werte der Pfade von W und W2 sowie die
Dichte der Standard-Normalverteilung

21.1.14 Bemerkung: Aus der Fallstudie ergibt sich die fol-
genden naheliegende Interpretation fiir die Brown’sche Bewe-
gung: W erfasst die hochfrequenten kumulierten unabhéangi-
gen auf-und-ab Impulse. Bei der unskalierten Irrfahrt sind
die Impulse nur grob durch 1 bzw. —1 erfasst. Zudem werden
die Impulse nur zu diskreten Zeitpunkte mit der Frequenz
(Abtastrate) 1/At pro Jahr erfasst. Die Brown’sche Bewe-
gung ergibt sich durch Grenziibergang 1/At — oo, d.h. bei
kontinuierlicher Abtastung. Durch die Skalierung der Irrfahrt
— die sich durch die Multiplikation der z mit VAL ergibt —
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wird die 1-Jahres Varianz auf 1 normiert.

Die Brown’sche Bewegung selbst taugt (noch) nicht als Mo-
dell fiir die Aktienkurs. Dafiir verwendet wir die geometrische

Brown’sche Bewegung.

21.2 Die Martingal-Eigenschaft der BB

21.2.1 Definition: Es sei (§2, F,P) ein Wahrscheinlichkeits-
raum und (B;) eine Brown’sche Bewegung. Eine Filtration
fiir die Brown’sche Bewegung ist eine Familie F;,t > 0

von o-Algebren mit

i.) Fir 0 < s < tgilt Fs C Fi.
ii.) Fiir alle ¢t > 0 ist B; beziiglich F; mefbar.
iii.) Fir alle 0 < ¢ < w ist der Zuwachs B, — B; von F;

unabhangig.

Wenn F;,t > 0 eine Filtration fiir (B;) ist, dann sagen wir
auch, dass (B;) eine Brown’sche Bewegung mit Filtration

Fi,t >0 ist.

21.2.2 Satz: Es sei (B;) eine Brown’sche Bewegung und
(F¢) eine Filtration fiir (B;). Dann erfiillt die Brown’sche
Bewegung die Martingal Eigenschaft:

E(Bt‘Fs) = BS,O <s<t
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Beweis: Ubung

21.3 Quadratische Variation

21.3.1 Definition: Es sei f : [0,7] — R eine reellwertige
Funktion und Z = {to,...,t,},0 = tp < ... < t, = T ei-
ne Zerlegung des Intervalls [0, 7] mit der Feinheit ||Z]] =

max{|t; — t;_1]| : ¢ =1,...,n}. Wenn der Grenzwert

Jifle= i D (f(t) = [ty

.....

existiert, dann heifst [f, f]r die quadratische Variation

von f.

21.3.2 Satz: Ist f € C0, T stetig differenzierbar, so gilt
[f? f]T = 0.

Beweis: Shreve 33, S. 101].

21.3.3 Satz: Es sei (B;) eine Brown’sche Bewegung. Dann

gilt fiir die quadratische Variation
B,Blp =T P-fs.

Beweis: Shreve (33, S. 102].
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21.3.4 Bemerkung (Shreve [33, S. 104]): Es sei (By)
eine Brown’sche Bewegung. Wir haben nachgewiesen (Ubung
oder Shreve [33], S. 103, Gl. (3.4.6) bzw. (3.6.7)]), dass

]E[(Bti - Bti—1>2] =t — ti-1, (21'1>
VI(By, — By, ,)°] = 2(ti — ti1)”. (21.2)

Wenn t; —t;_; klein ist, dann ist 2(¢; —t;_;)? sehr klein. Man-
che argumentieren, dass deshalb — oder aus anderen (schlech-
ten) Griinden — fiir kleine Intervalllingen ¢; —¢; 1 ndherungs-

welse
(B, = By, )" = ti —ti_1.

gilt. Das wiirde bedeuten, dass fiir kleine Intervalllingen die
zufilligen quadrierten stochastischen Zuwachse (By, — By, ,)?
durch fixe (nicht-stochastische) Werte ¢; — t; 1 ersetzen kon-
nen. Das ist jedoch nicht der Fall. Wenn ¢; — t;_1 eine Ap-
proximation fiir (B, — By, ,)* wire, dann sollte fiir kleine

t; — t;_1 ndherungsweise

(Bti o Btz’—l)Q
b — 1

=1

gelten. Dazu machen wir jedoch die folgende Beobachtung.
Die Zufallsvariablen B;, — By, | sind normalverteilt mit dem

Erwartungswert 0 und die Varianz t; — t;_.
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Die Zufallsvariablen % haben deshalb die Varianz 1

und den Erwartungswert 0. Die Varianz ist 1 egal wie klein
tz' - ti—l 1st.
Der Quotient

(Bti - Btz’—1)2
b — T

ist eine Zufallsvariable deren Verteilung nicht von der In-
tervalllinge t; —t;_1 abhéngig ist. In der Tat ist diese Zufalls-
variable y? verteilt mit FG 1. Die Varianz ist 1, vollkommen

unabhingig von der Schrittweite ¢t; — ;1.

Man kann also die einzelnen Zuwichse (B;, — By, ,)* kei-
neswegs durch die nicht-stochastische Intervalllange t; — ¢,

ersetzen; auch dann nicht wenn ¢; — ¢;,_1 winzig ist.

Fiir die kumulierten quadrierten Zuwéchse hingegen gilt (ge-

méfk GgZ) die Approximation

Z <Btz — Bti_l)z ~ 1, — ty fs.
i=1,....k
fiir hinreichend kleine Feinheit. Das ist auch genau das, was
wir brauchen. Spater wird die quadratische Variation bei der
Ito Integration auftauchen und bei der Integration werden

kumulierte Zuwachse analysiert.

21.3.5 Bemerkung: Anstatt — inshesondere im sogenann-
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ten stochastischen Kalkiil, den wir spiter besprechen werden

\\Zlﬁyrgool_ Z (B(ti) — B(ti-1))" = B, Blr =T P-fs.

.....

schreibt man oft
dBdB = dt

bzw.

(dB)* = dt.

/OT(dB)2:/OT1-dt:T

obwohl insbesondere dBdB = (dB)? = dt irrefiihrend ist.

21.4 Markov-Eigenschaft der BB

21.4.1 Satz (Shreve [33, Seite 107]): Wenn (B;) eine
Brown’sche Bewegung ist und F; eine Foltration fiir (By),
dann ist (B;) ein Markov Prozess. Es gibt also (gemifs
Definition) fiir jede messbare Funktion f und 0 < s <t eine

messbare Funktion g mit

E( f(Wt) ‘Jrs) — g(Ws>'
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Anschaulich: F; umfasst die Inforation bis s (die Geschich-
te bis s). Fiir jede Transformation f(W;) benotigt man fiir
die Prognose E( f(W;) | Fs) nur den aktuellen Wert W der

Brown’schen Bewegung.

21.5 Ubersicht zur Brown’sche Bewegung

21.5.1 Satz: Es sei (€2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.
Ein zeit-stetiger stochastischer Prozess B;,t € [0,00) heifst

Brown’sche Bewegung, falls:

i.) By = 0.
ii.) By(w) ist fiir alle w eine stetige Funktion der Zeit t.

iii.) Fir alle 0 = tg < t1 < ... < t,, sind die Zuwich-
se/Inkremente By, — By, ..., By, — By, _

normal-verteilt mit

, unabhangig und

E(B, - B,,_,) =0, (21.3)
V(B, — By, )=t —ti1. (21.4)

21.5.2 Satz: Die skalierte symmetrische Irrfahrt konvergiert

fiir n — oo gegen eine Brown’sche Bewegung.

21.5.3 Satz: Es sei (B;) eine Brown’sche Bewegung und
(F;) eine Filtration fiir (B;). Dann erfiillt die Brown’sche
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Bewegung die Martingal Eigenschaft:

E(B)|F,) = B,,0< s < t.

21.5.4 Satz: Es sei (B;) eine Brown’sche Bewegung. Dann

gilt fiir die quadratische Variation
B,Blr =T P-fs.
Wir werden spater kompakt
dBdB = (dB)* = dt

schreiben.

21.5.5 Satz (Shreve [33, Seite 107]): Wenn (B;) eine
Brown’sche Bewegung ist und F; eine Foltration fiir (By),
dann ist (B;) ein Markov Prozess. Es gibt also (gemiéfs
Definition) fiir jede messbare Funktion f und 0 < s <t eine

messbare Funktion g mit
E( f(Wt) ‘Jrs) — Q(Ws>'

Anschaulich: Fy umfasst die Inforation bis s (die Geschich-
te bis s). Fiir jede Transformation f(W;) benotigt man fiir
die Prognose E( f(W}) | Fs) nur den aktuellen Wert W der

Brown’schen Bewegung.
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22 Martingale

22.1 Martingale in diskreter Zeit

Wir orientieren uns an Henze [19, S. 178f].

22.1.1 Definition: Es sei (X2, F,P) ein Wahrscheinlichkeits-
raum. Eine Familie F = (F)ren,, Fr C F von Sub-o-Algebren
heifst Filtration, falls 7. C Fiq fiir alle k gilt.

Eine Folge von Zufallsvariablen (X, ),en, heift F-adaptiert,
falls X,, € F, fir jedes n € N gilt, d.h. X, ist F,-mefkbar.

Fiir eine Folge von Zufallsvariablen (X,),en, heifst FX =
o(Xo, X1, ..., X,) die natiirliche Filtration von (X,,)nen,-

22.1.2 Definition: Es sei (€2, F,P) ein Wahrscheinlichkeits-
raum und F = (Fj)ren, eine Filtration in F. Ein zeit-diskreter

adaptierter integrierbarer stochastischer Prozess (Xj)ren,, Xi €
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L1(P) heift F-Martingal, falls fiir alle m,n € N,m < n

E(X,|Fpn) = X, P-fs.

22.1.3 Satz (Doob’sches Martingal): Es sei X € £! und

F = (Fi)ken, eine Filtration. Dann ist
X, =E(X|F,),n>0
ein Martingal.

Beweis: Siehe Henze 19, S. 179]

22.1.4 Definition: Ein Prozess H = (Hj)ken, heifst F-

vorhersehbar oder préavisibel, falls H, eine Konstante ist

und H, fir alle n € N beziiglich F,,_; messbar ist.
Was ist der Unterschied zu adaptiert?
22.1.5 Satz (Doobsche Zerlegung): Es sei F = (F})ken,

eine Filtration und (Xj)ren, ein adaptierter integrierbarer

Prozess. Dann gibt es eine eindeutig bestimmte Darstellung
X, =M, +V,,
wobei M,, ein Martingal, V,, pravisibel und V = 0 ist.

Beweis: Henze |19, S. 179]
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22.1.6 Definition: Es sei F = (Fj)ren, eine Filtration,
(Xk)ren, ein adaptierter Prozess und (Hp)ren ein prévisi-

beler Prozess. Dann heillt

(HeoX)yen =) HAX;=) Hj(X;— X))

j=1 j=1

heilt H-Transformierte.

» Man kann H;, als Wetteinsatz fiir die Wettrunde mit Aus-
zahlung in k. Die Voraussetzung Hp € Fj_1 ist dann ganz
natiirlich. Ware Hy € Fj_1, dann konnte man den Wettein-

satz vom Ergebnis abhangig machen. Schon wér’s.

22.1.7 Satz: Ist (Xj)gen,, Xx € L' ein F-adaptierter inte-
grierbarer stochatischer Prozess, H = (H})ren, F-privisibel
und Hj(Xj — Xj_l) < £1,n e N,

Dann gilt: Ist X ein F-Martingal, dann ist auch (H e X),en
ein [F-Martingal.


www.mathstat.de

Manfred Jager-Ambrozewicz www.mathstat.de

Beweis (vgl. Luschgy |?, Seite 13]): Es gilt
E((H o X),|Fn_1) ZH (X; — X;21) | Fo
j=1
—ZE (X, = Xj.1) | Fu)

n—1
=) Hi(X; = X; )E(1| Fy)
j=1
+ HnE(<Xn _ Xn—l‘Fn—l)
n—1
= H(X; = X;)
j=1

= (HeX), 1

22.2 Martingale in stetiger Zeit

Wir orientieren uns jetzt an Steele |34, S. 50f].

22.2.1 Definition: Eine Familie von Sub-o-Algebren (F;)1c(o. o), Ft C
F heilt Filtration, falls F; C F; fiir alle s < ¢ gilt. Ein sto-
chastischen Prozess (Xj)c(o.) heilt adaptiert, falls X; €

Fi.

Ein integrierbarer stochastischen Prozess (X;)ic(o.0), Xt € £
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heilkt Martingal, falls fiir alle ¢ > s
E(X¢Fs) = Xs P-Afs,

gilt.

22.2.2 Definition (BB-Standard-Filtration): Es sei (5;);cj0.7)
eine Brown’sche Bewegung. Die natiirliche Filtration ist ge-
mék Definition F; = o ((Bt)tefo.])-

Wir benétigen jedoch eine etwas erweiterte Filtration (siehe
Steele |34, S. 50]). In der Menge o ((Bs)sejo.77) betrachten wir

alle Nullmengen, d.h. die Menge C = {B € o((B,)scjo,1)|P(B) =
0}. Dann betrachten wir die Menge aller Teilmengen von C,

dh. N = {A|A C B,P(B) = 0}. Wir setzen das Wahr-
scheinlichkeitsmaf durch P(A) =0, A € N fort.

Die BB-Standard-Filtration (F/),cj 7} erhalten wir dann
wie folgt: F; ist die kleinste o-Algebra, die o((B;)sco,) und
N umfasst.

Die BB-Standard-Filtration (F”),co 7 hat zwei wichtige
(technische) Eigenschaften

o Fy umfasst alle Nullmengen N.
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o Fiir alle t > 0 gilt

F= () &

s mit s>t

Diese beiden Bedingungen heiken iibliche Bedingungen

(usual conditions).

22.2.3 Satz: Es sei (B;)icpo,m eine Brown’sche Bewegung.

Dann sind die folgenden stochastischen Prozesse Martingale:

1. By
2. B} —t
3. eO‘Bt_%t

Beweis: Vgl. die Ubung
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23 Ito6-Doblin-Integral

und Ito-Doblin-Lemma

Dieses Kapitel orientiert sich an Shreve [33] und Steele [34].

23.1 Ito-Doblin-Integral

(2, F,P) Wahrscheinlichkeitsraum, €2 Zufallsergebnisse /Pfade
F; eine Filtration

B; eine BB

[to-Doblin-Integral und Martingaltransformation.

23.1.1 Definition (Steele [34, Seite 80]): Ein zeit-stetiger

stochastischer Prozess x; (o 1) heilst einfacher Fi-adaptierter

Prozess, falls es eine Zerlegung 0 = ¢ty < ... < t, = T des
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Intervalls [0, 7] und Zufallsvariablen h{ € F.,7 = 0,...,n,
E((h$)?) < oo gibt, so dass xo(w) = hi(w) und fiir t € (0, 7]

gilt.

hi(w) ist der Wert, den y;(w) auf dem Intervall (¢;,¢;,1] an-
nimmt (d.h. wenn ¢ € (¢;,¢;41] ist). Dieser Wert héngt von
w ab. Da hj € JF; vorausgesetzt wird, bezieht sich hj(w)
nur auf Information, die bis ¢; (einschlieklich) vorliegt. h?(w)
ist der Wert von x unmittelbar nach ¢; (und bis ¢;,) an-
nimmt; jedoch nicht in ¢;. Dort in ¢; ist noch h{ ;(w) der

Wert von x. Wir haben die etwas merkwiirdige Gleichung
Xi;(w) = hi ().

Die Wahl der Intervalle (¢;,t;,1] als rechts abgeschlossen fiihrt
dazu, dass die Pfade x;(w),t € [0,T] (w jeweils fest) von
links stetig sind.

Interpretation: Wir interpretieren hj(w) als Handelsposition
im Zeitpunkt fiir das Intervall (¢;,t:41]. hj(w) wird in ¢; auf

Basis der Information bis J;, festgelegt.

23.1.2 Bemerkung: Die Wahl der Intervalle (t;,¢;11] als
rechts abgeschlossen fiihrt dazu, dass die Pfade y;(w),t €

Das s bei
hy steht fiir
simple

Was ist mit
0?
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0, T'] (w jeweils fest) von links stetig sind. Fiir manche Be-
trachtungen sind von rechts stetige Prozesse bequemer. Dafiir
wahlt man die Intervalle [t;, ¢; 1) von links abgeschlossen. Die
beiden Varianten unterscheiden sich nur an den Stellen ¢;. Fiir
die rechts-stetige Variante ist insbesondere xy.(w) = a;(w),
wahrend fiir von links stetige einfache Prozesse die verscho-

bene Gleichung y; (w) = a;—1(w) gilt.

Fiir die stochastische Integration im Allgemeinen sind von
links stetige Prozesse besser; vgl. Durrett [6, Seite 35]. Wir
betrachten die BB als Integrator. In diesem Fall ist die Unter-
scheidung nicht relevant, so dass wir auch von rechts stetige

Prozesse betrachten konnten.

23.1.3 Definition: Es sei (B;) eine Brown’sche Bewegung
mit Filtration (F;) und (x;) ein einfacher F-adaptierter Pro-

zess. Dann definieren wir das It6-Doblin-Intergral
T n—1
([ veB.) )= S hie) (B, - Bl
i=0

Wir haben das Integral bis T" definiert. Wir wollen aber Pro-

zesse erhalten.

23.1.4 Definition: Wir definieren das It6-Ddblin-Integral

Muss die
Filtration
Eigenschaf-
ten haben.
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bis 0 <t <T,t € (tg, tgy1] durch

1) = ([ xed.) @)
= ( /O Tﬂ[o,t](5>xsst) (w)

= Z hi(w)(w) - (By,, (w) — By, (w)) + hi(w) - (Bi(w) — By, (w)).

23.1.5 Bemerkung: Es sei

-1

: : t tH—l

und

( /OTXsdBS) (w)znim( ) - (B, (w) — By, (w))

1=0
n—1

=Y (W) (Byy,, (W) = By(w))

i=0
schreiben. In dieser Form léasst sich das Integral gut interpre-
tieren (siehe Shreve [33, S. 127]): Wir wollen x; als Han-
delsposition zum Zeitpunkt auffassen ¢. Dann ist yy (w) -

(By;,,(w) — By, (w)) der Zugewinn iiber das Zeitintervall von
t; bis t;41. (fOT Xsst> (w) ist der kumulierte Gewinn bis 7.

23.1.6 Satz: Es sei (B;) eine Brown’sche Bewegung mit Fil-
tration (F;) und (x;) ein einfacher Fi-adaptierter Prozess (je-
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weils ¢ € [0, 7). Dann ist [; = fg XsdBs ein Martingal.

Beweis: Shreve [33 S. 128|. Dort werden von rechts stetige
einfache Prozesses verwendet. Der Beweis sollte aber trotz-

dem funktionieren.

Wir bilden den Erwartungswert mit Information in s fiir den
Zeitpunkt ¢, wobei s € (t;,t;41] und ¢t € (tx,tri1]. Wir be-
trachten den gleichen Fall wie Shreve: k& > [.

Zunéchst
-1
Iiw) = ) aj(w)- (By,,(w) — By(w))
=0
+a(w) - (By,, (W) — By(w))
k—1
+ al(w) (Btjﬂ(w) _Btj(w))
Jj=l+1

+ap(w) - (Bw) — By, (w))
Wir miissen nachweisen, dass
E(L;|Fs) = L.
Es gilt fiir die zweite Zeile

E(ai(w) - (By,, (w) = By(w))|Fs) = ar(w) - (E(By, (w)|Fs) — By(w))
ai(w) - (Bs(w) = By(w))
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Es gilt fiir die erste Zeile ... Unterricht bzw. Shreve II
Es gilt fiir die dritte Zeile ... Unterricht bzw. Shreve I1

Es gilt fiir die vierte Zeile ... Unterricht bzw. Shreve II

23.1.7 Satz (Ito-Isometrie): Es sei (B;) eine Brown’sche
Bewegung mit Filtration (F;) und (x;) ein einfacher F;-adaptierter

Prozess. Dann gilt

E(I2) =E UOT ngs] .

bzw.

HITHL2(dIP) = ||(X3)HL2(dt><dJP)

Beweis: Shreve [33, S. 129].

23.1.8 Definition: Es sei f : [0,7] — R eine reellwertige
Funktion und Z = {to,...,t,},0 = tp < ... < t, = T ei-
ne Zerlegung des Intervalls [0, 7] mit der Feinheit ||Z]] :=
max{|t; —t;_1| : i =1,...,n}. Wenn der Grenzwert
fs flr = lim Z (f(ti) = f(ti1))’
|Z2ll00 T
existiert, dann heifst [f, f]r die quadratische Variation

von f.
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23.1.9 Satz (Quadratische Variation): Es sei (B;) eine
Brown’sche Bewegung mit Filtration (F;) und () ein einfa-

cher F;-adaptierter Prozess. Dann gilt

t
1, 1), = / X2ds.
0

Beweis: Shreve 33, S. 131]. Das sind ZV! Die Gleichung f.s.

23.1.10 Bemerkung: i.) Da E([;) = 0 gilt V(I;) = E(I?).
Also

V() ) - | [ t | = E(11.1)

Die quadratische Variation einer ZV ist eine ZV! Erfasst wird
die Variabilitit fiir jeden Pfad (also pfadweise). Wenn wir
den Erwartungswert bilden (um die Varianz zu berechnen),

dann betrachten wir das erwartete Variabilitat/Risiko diber
alle Pfade.

23.1.11 Definition: Es sei (B;) eine Brown’sche Bewegung
mit Filtration (F;) und h = (hy) ein (F;)-adaptierter Prozess.
Ferner sei hp messbar beziiglich der Produkt-o-Algebra F7®
Bjo,r) und es gelte

T T
\hny2<dtde)—//o hgdsd]P—E/O hids < oo.
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Es sei x,, = (xn.t) eine Folge einfacher adaptierter Prozessel]

mit
L2(dtx dP
Xn g )h,

d.h.

T
106 — h)HLQ(dtxd]P’) =L (/0 (Xn.s — hS)QdS) X0,

Fiir jedes y,, ist das Integral fOT Xn.s dBs definiert.

Das Ito-Doblin-Integral von h beziiglich (B;) definieren

wir als Limed?

T T
Ir = / h,dB, = lim / Xn,s ABs,
0 0

n—oo

dabei betrachten wir den Limes beziiglich || - [|12(4p).

Mit anderen Worten /Zeichen

T
||[T - / Xn,t dBS||L2(d]P>) = 0
0

Mit noch anderen Worten/Zeichen

T 2
/ Xn,s st g (d]};) ]T
0

23.1.12 Bemerkung: Die Konstruktion funtioniert wie folgt:

!So einen Prozess gibt es; vgl. ...
2Diesen Limes gibt es; vgl. ...
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Wir wollen das Integral fOT h,dB, definieren. Wir wahlen eine

Folge einfacher Prozesse x” mit

L2(dtxdP)
Xn,s — hs

wobei die Konvergenz beziiglich || - || 2(4xqp) vorliegt. Da
die Folge x, s konvergiert, ist diese Folge insbesondere eine
Cauchy-Folge. Wegen der [to-Isometrie ist auch fOT Xn.sdDBs
eine Cauchy-Folge. Dann beweist man, dass die Folge fOT Xn.sdBs
konvergier und der Grenzwert ist dann fOT A dB,:

T ) T
/ Xn)sdBS Lﬂb) / ASdBS
0 0

Fiir die technische Details siehe Steele [34, S. 81 - 84].

23.1.13 Bemerkung: Wir haben das Integral It = fOT h.dB;
definiert. Wir miissen noch erkldaren, was wir unter den Pro-

zess I; = fot XsdBs verstehen; vgl. Steele [34], S. 81 — 83].

Es ist naheliegend, diesen Prozess durch

T
[t = / H[O,t]hsst
0

zu definieren. Aber man muss eine Spitzfindigkeit beachten.
Fiir jedes t kann man den Wert der Zufallsvariable I; auf

Nullmengen abiandern. Da es iiberabzdhlbar viele ¢ gibt, er-

3Tn welchem Raum?.
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gibt sich ein substantielles Kompatibilitatsproblem: Die Ver-
einigung von Nullmengen ist in diesem Fall nicht unbedingt
eine Nullmenge. Man setzt diese Stiicke nicht irgendwie zu-
sammensetzen, sondern so, dass sich ein stetiges Martingal

ergibt.

Wir wahlen eine Modifikation X; der Zufallsvariablen I;, die
ein stetiges Martingale ist. Der folgende Satz bestatigt, dass

das moglich ist.

23.1.14 Satz: Es gibt ein stetiges Martingal X, so dass

T
P (Xt = / Tjoy - Ps dBS) =1
0

gilt. Wir definieren

fir alle ¢

t
/ hdBs = X;.
0

Beweis: Vgl. Steele |34, S. 83f]

23.1.15 Definition: Es sei (h;) ein (F;)-adaptierter Pro-
zess. Ferner sei hp messbar beziiglich der Produkt-o-Algebra

Fr & Bjp ) und es gelte

T T
1) 2 = / / B ds dP — E / hds < oo,
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Dann definieren wir

t
/ hSdBS = Xt,
0

wobei X; das stetige Martingal, das geméls des vorherigen

Satz existiert.

Wir schreiben regelméfig nur
dl; = hyd By,

wenn wir das Integral [; = fot h.d B, meinen.

23.1.16 Satz: Es sei (B;) eine Brown’sche Bewegung mit
Filtration F; und h,t € [0,T] ein Fi-adaptierter Prozess

mit
T
() 2ty = E / B2ds < oo,

Dann gilt folgendes fiir das It6-Doblin-Integral I; = fot h.dBs,.

i.) I ist fiir alle w eine stetige Funktion von t.
ii.) Linearitit: Sind h},t € [0,T],h7,t € [0,T] zwei F;-
adaptierte Prozesse mit [|hyl|r2(ixap), [|1P2l|r2(aixap) < 00

und «, 8 € R, dann ist

t t t
/ (ah! + Bh2)dB, = a / AldB, + B / A%dB,.
0 0 0
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iii.) I; ist F-adaptiert.
iv.) I; ist ein Martingal.

v.) Ito-Isometrie: Es gilt
t t
E(I}) =E [ / hgds] = / E [h2] ds.
0 0

vi.) Quadratische Variation: Es gilt

t
1, 1], = / hds.
0
Oft schreibt man dafiir

dl,dI, = (dI,)* = hidt

23.1.17 Bemerkung: Man kann das [t6-Déblin-Integral auch

fiir Integranden definieren, die schwéchere Integrabilitétsbe-
dingungen erfiillen, als die oben genannte Voraussetzung ||hs|| 24t qp) <
0o, dann geht jedoch im Allgemeinen die Martingaleigen-

schaft des Prozesses I; verloren. Gebrauchlich ist beispiels-

weise (vgl. [34], Seite 95])

IP’(/OTht(w)dt<oo) = 1.

I, ist dann i.A. nur noch ein sogenanntes lokales Martingal.

Vgl. fiir Einzelheiten Steele |34, Kapitel 7|
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23.1.18 Satz: Es gilt

1

t
1
/ B,dB, = -B? — ~t.
0 2 2

Beweis: Wie auch bei der Riemann-Integration bestimmt
man Integrale sehr selten unter Verwendung der Definition.
Wir werden spater Das [t6-Déblin Lemma nutzen. Es ist aber
so instruktiv mindestens ein Integral zu Fuls zu bestimmen

(siehe Shreve [33, S. 134 f]). Zunéchst bestimmt man elemen-

tar, dass
1 n—1 1 n—1
SO W =W = = S YW — W)
7=0 j=0
gilt. Umgestellt
n—1 n—1
W — W) = vy - 2 STl - wiy
J=0 j=0

Wenn wir jetzt den Grenzwert bilden, dann ergib sich die
Behauptung. Dabei ergibt fiir den Subtrahend die quadra-

tische Variation der Brown’schen Bewegung.

23.1.19 Bemerkung: Fiir das Ito-Integral fot B.dB, erhal-

ten wir also
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wahrend fiir das ,entsprechende” Riemann Integral

!
1

/ xdr = ~t*
0 2

gilt; und fiir das entsprechende Stieltjes Integral gilt und

/O F(z)dF(z) = /O F(:v)F’(sc)cla::%(F(ﬂ)2
/O F(x)dF(z) = -

Fiir das It6-Do6blin Integral erhalten wir also den zusétz-

lichen Term

1

1 2
5t =3 (.0

Ein Integral ergibt sich bei der Kumulation sehr vieler sehr
kleiner Schritte. Anders als bei der ,normalen Integration®
fallt bei der stochastischen Integration die quadratische Va-
riation nicht weg. Wie das passiert erkennt man, wenn man
die Berechnungen in Shreve |33, S. 134 f] detailliert nachvoll-
zieht.
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23.2 Stochastischer Kalkiil: Ito-Doblin

Formel

23.2.1 Satz (Ito6-Doblin Formel fiir f = f(¢, B;)): Es sei
f(t, ) eine reellwertige zweimal stetig differenzierbare Funk-

tion und (B;):>¢ eine Brown’sche Bewegung. Dann gilt fiir

alle T" > 0
T T
FT.Br) = 10,5+ [ fieBode+ [ e, B)aB,
0

/ 2 t Bt

Das Ergebnis wird regelmafig in Differentialform angegeben

(und in dieser Form fiir den Kalkiil benutzt)

df (t, By) = fi(t, By)dt + f,(t, B)dB; + f” (¢, By)dt
= (FH(0, B+ S 4 Bt + (1, BB,

23.2.2 Bemerkung: Die zentrale Beobachtung des Bewei-
ses lasst sich an der folgenden Gleichung erklaren; vgl. Shre-

ve [33, S. 137, 141|. Wir betrachten eine Zerlegung Z =
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{to, ..., tn}, 0=ty <t1 < ...<t,=T. Es gilt

f(T BT O Bo Z f j+1; B;, +1 f(tja Btj)

n—l
— Z ft/<tj7 Btj)(tj+1 o tj)
=0
n—1
+ > filty, By) (B, — By)
3=0
1 n—1
+5 fou(tjs Bi,)(Biy,, — Bi,)(By,, — Byy)
=0
n—1
+ f;:/t@jv Bt])(Bth By )(tj+1 t])
=0
1 n—1
+ 5 ft/é(tja Btj)<t]+1 t]>2
=0

+ Terme noch hoherer Ordnung

Wenn die Feinheit || Z|| der Zerlegung gegen Null geht, dann
bleiben drei Terme tibrig. Der erste Term liefert das Integral
beziiglich dt, der zweite Term das It6-Integral beziiglich dB;
und der dritte Term das zweite Integral beziiglich dt. Das be-
merkenswerte ist dabei das Verhalten des dritten Terms. Bei

Grenziibergang ergibt sich fiir diesen Term die quadratische
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Variation

H

n—

1
5 f (tja Bt )(Bt i1 Bt — = / tja Bt )d

<.
|
=)

Symbolisch — und sehr einprigsam — schreibt und rechnet

(dB;)* = dt
(dB) (dt) = 0
(dt)* =0
(dB)* =0

23.2.3 Bemerkung: i.) Sowohl der Fehler der Approxima-

tion
fWi ) = fWy) = /(W) (Wi, — Wh;) + fehler
als auch der Fehler der Approximation

fWi ) = fWe) = f/(W ) (Wh,, — W)
+ % J(W, )W, — Wi ) + fehler,

Jj+1

konvergierent gegen Null. Wenn man jedoch Summen

der ersten Approximation betrachtet (fiir die Integra-
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tion), dann kumulieren sich die Fehler derart, dass sich keine
Konvergenz gegen Null ergibt. Bei der zweiten Approxima-

tion hingegen verschwinden beim Grenziibergang ||Z|| — 0
auch die kumulierten Fehler (Vgl. Shreve 33, S 142]).

ii.) In der Analysis lernen wir, dass unter geeigneten Voraus-

+ /Ox f(z)dz

In der stochastischen Analysis — wenn das Argument von f(-)

setzungen

eine Brown’sche Bewegung ist — gilt

F(Br) = f(Bo) + / 1(B)dB,

/ // Bt

Das Besondere ist der Beitrag der quadratischen Variation
(dB)? = dt, die den Beitrag 3 fo " (By)dt erzeugt.

Trr

» Wenn man die Formel aus dem vorhergehenden Satz um-

stellt
f(T, Br) — f(0, By) — / fttBtdt—i— / L(t, By)d
:/ fé(ta Bt)dBt
0

dann erhélt man einen Ansatz, um das Integral fOT fi(t, B;)dBy
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zu berechnen. Wir haben dazu ein paar Aufgaben gesehen.
Wenn das geht, dann miissen wir das Integral nicht zu Fufs
ausrechnen. Das ist analog zu Integrieren in der Analysis.
Dort rdt man Stammfunktionen und verifiziert dann das sie
Stammfunktionen sind und kann dann den Hauptsatz der

Differential und Integralrechnung verwenden.

» In Stoch Fin wird eigentlich nicht die BB als Integrator
fiir die Handelsposition benotigt, sondern allgemeinere Ito-
Prozesse (insbesondere die sogenannte geometrische BB,

sieche unten).

23.2.4 Definition: Es sei (B;);>o mit Filtration (F;)>0. Ein
stochastischer Prozess der Form

t t
Xy =X+ / Osds + / AsdBg, Xp € R,
0 0

heifst Tt6-Prozess. Dabei sind (©;):>0, (A;)>0 adaptierte sto-

chastische Prozesse mit
T
E / Alds < o0,
T
E / |O4|ds < 0.
0

Anstatt in Integralform geben wir It6-Prozess auch in Dif-

40 wie Trend und A wie Diffusion.
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ferentialform an:
dXt — @tdt + AtdBt.

Dabei heiftt ©;dt Driftterm/Trendterm und A;dB; Dif-

fusionsterm.

23.2.5 Satz: Es sei X; ein Ito-Prozess. Dann gilt fiir die

quadratische Variation von X;
t
(X, X]; = / Ads.
0
bzw. kurz
dXtht = A?dS
23.2.6 Definition: Es sei (X});>0 ein Itd6-Prozess und (o )i

ein adaptierter stochastischer Prozess. Dann definieren wir

das Ito6-Doblin Integral beziiglich dX; so

¢ t ¢
/ozstS:/ ozs@sder/ o NgdB,
0 0 0

» Passend fiir das Integral beziiglich eines It6-Prozesse gibt

es auch eine It6-Doéblin Formel. Hier betrachten wir f; =

f(t, Xy) und wollen df; = df (t, X;) bestimmen

23.2.7 Satz (Ito-D6blin Lemma fiir f; = f(¢, Xy)): Es
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sei (X))o ein [t6-Prozess
dX; = Odt + Ayd B,

und f(t,z) eine reelle zweimal stetig differenzierbare Funk-

tion. Dann gilt fiir alle ¢t > 0

T T
FT.X0) = £00.50)+ [ gl Xde+ [ e, X0,
0
/ f(t, X,)Odt
— F(0,X0) + / (ft<t,xt>+f;<t,xt>@t+ Ly, th)d

T
+ / fi(t, X;)0:dB;
0

In Differentialform lautet das Ergebnis
df (t, Xy) = fi(t, Xp)dt + fo(t, Xi)Odt + f” (t, Xi)Afdt
+ fi(t, X;)Ayd By
= (1020 + e X084 10002 )
+ f:;;(t7 Xt)AtdBt

bzw. noch kompakter

df (t, Xe) = fi(t, Xo)dt + fo(t, Xy) X + f” (t, Xy) dXid X,
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bzw. noch kompakter

df = fldt + fldX; + f” dXdX.

23.2.8 Bemerkung: In der Differentialform
df (t, Xy) = f;(t, Xo)dt + f(t, Xi) dX; + f” (t, Xy) dXid X,

wird der Anfangswert f(0, Xy) von f(-,-) unterdriickt. An
der Gleichung

T T
FT.X0) = £10.50)+ [ gl Xde+ [ e, X0d%,
0
/ ' (t, X)) AZdt
— F0,X0) + / (ft<t,xt>+f;<t,xt>@t+ Ly, th)d
OT
—|—/ f;(t,XaAtdBt
0

kann man den Anfangswert f(0, Xy) direkt ablesen.

23.2.9 Satz (deterministischer Integrand): Es sei (B;)>¢

eine Brown’sche Bewegung, A;,t > 0 eine deterministische

t
It:/ Ayd B
0

Dann ist [; normal verteilt mit Erwartungswert 0 und Vari-

anz fg Agds.

Funktion und
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Beweis: Shreve (33, S. 149].

23.2.10 Satz (geometrische Brown’sche Bewegung):

Es sei
Sy = Soe(“t_%JQt)+aBt.
Dann

dSt = ,ustdt + O'StdBt
d
ﬁ = pdt + od By
St
Beweis: Wir schreiben

St _ Soe(ut—%azt)vLaBt _ SoeXt

mit dem [t6-Prozess X; = ut — %0215 + 0B,

In der Tat: Mit ©, = u — %02 und A, = o ist dX; =
(,u — %02) dt + odB;.

Dann

f(t,z) = Spe”
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und
fi =
f; = Spe”
frw = Soe"
Schliellich

1
= (0.0 + 100,500+ L4(0.X002 ) di-+ 10, X) B
1
- (0 + Spe¥1e, + 550€XtA§) dt + Spe™t N\d B,
1 2 1 2
=10+ St m— 50’ + 55350’ dt + StO'dBt
= ,LLStdt + O'StdBt

Alternativ kann man auch die einfache Formel anwenden,

denn in

St _ S()e(,ut—%UQt)—i-UBt

taucht B; separat auf. Also betrachtet man

f(t,x) = Soe<“t_%02t)+0x
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Dann
1
| = (N—502> - St
f;; =05
fr. =05
Also

1 1
df, = <u — 502) .Sy - dt + 0S,dB; + 502 .Sy - dt

= ,LLStdt + O'StdBt

» Im folgenden Beispiel geht B; nicht separat ein. Jetzt muss
man einen richtigen Ansatz fiir den It6-Prozess X; finden, so

dass sich f; = f(t, X;) ergibt.
23.2.11 Satz (Vasicek Process): Fiir

t
R, =e¢ "Ry + %(1 — e_ﬁt) — Ue_ﬂt/ e’ dB,
0

gilt
dR; = (o — BRy)dt + odB;.
Beweis: Wir setzen X; = fot e’ dB,. X; ist ein [t6-Prozess

mit
dX, = 0dt + ¢’ dB,.
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Also @t = O, At = Gﬁt.
Dann definieren wir

f(t,x) =e 'Ry + %(1 —e "+ oe Py,

23.2.12 Bemerkung (Vasicek Zinsmodell): 0oo. Da der

Integrand von fot e’*dB, ist, ist R; normal verteilt. 0oo.

23.3 Multivariabler stochastischer Kalkiil
B4, By zwel unabhangige BB.

23.3.1 Satz: Fiir die quadratischen Variationen gilt

dB, By, = dt
dBy,dBy, = di

dBLtdBQ’t - O
dBy .t =0
dBydt = 0

dtdt =0
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23.3.2 Satz (It6-Ddéblin-Formel): Es sei

dXt = @l,tdt + Ull,tdBl,t + 012,tdBQ,t
dY; = @2’tdt + Ugl’tdBl,t + Ugg’tngﬂg.

Ferner sei f(t, X3, Y;) eine Funktion mit stetigen partiellen

Ableitungen ff, fi, f; o fay £y, Dann gilt

df = ft/dt—l— fa/jdX - f;dY + f" dXdX + f” dXdY + f” dYdY
wobel

dXdX, = (o7, + 01y,)dt
dYidY; = (Ugl,t + U%Q,t)dt
dX;dY; = (01140911 + 01240924t

23.3.3 Satz (Ito-Produkt-Regel):

d(X;Y;) = XpdY; + d XY + d X dY;
Dieses Ergebnis sollte man mit der Produktregel aus der Ana-
lysis vergleichen, damit man den zusétzlichen Term nicht

vergisst! Das ist fiir das Konzept der Selbstfinanzierung re-

levant!
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23.3.4 Satz (Produkt-Regel):
(uv) = u'v + uv’
d(uv) = duv + udv
23.3.5 Satz (Korrelation): Vgl. Shreve 33 S. 171]

dSl = quldt + 0151d31
dSy = o Sodt + UQSQ[del + 11— ,02ng]

und

BgZpB1+\/1—p2BQ

Dann ist B3 eine Brown’sche Bewegung und wir konnen die

beiden Finanzpreise in der Form

dS1 = o1.51dt + 0151d By
dSy = a9 Sadt + 09S9d B3
d(BlBg) = BldB:g + BgdBl + pdt

schreiben. Ferner
E[d(BlBg)] = pdt

p erfasst die instantane Korrelation zwischen den Finanzprei-

SEIl.
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23.4 Stochastische Differentialgleichungen

Der folgende Abschnitt orientiert sich sehr an Klebaner |7,
Abschnitt 5.1 bis 5.5]

Eine Gleichung der Form

/

Y :f(y,ilj)

nennt man gewohnliche Differentialgleichung. Typischer-

weise betrachtet man sogenannte Anfangswertprobleme

y = f(y,x)

y(ﬂio) = Yo

Eine differenzierbare Funktion y = y(z) heift Losung des

Anfangswertproblems, falls

y'(z) = fly(z), x), € [x0, 1]
y(To) = Yo

23.4.1 Definition: Es sei (B;);>¢ eine BB. Eine Gleichung

der Form
dX; = O(Xy, t)dt + A(Xy,t) dBy

heifst stochastische Differentialgleichung. Dabei sind die
Funktionen O(-,-) und A(-,-) und Xj gegeben.
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Gesucht wird ein Stochastischer Prozess, der diese Gleichung

10st.

Ein stochastischer Prozess X; heifit (starke) Losung, falls die
Integrale fot O(Xs, s)ds und fot A(X, s)dB; fiir alle t € [0, T]

existieren und

t t
Xt:X0+/ @(Xs,s)der/ A(X,, s)dB;.
0 0

23.4.2 Beispiel: Die stochastische Differentialgleichung
dS; = pSidt + 0 Syd By
hat die Losung
S, =5 e(u—ﬁ?)t—l—aBt

Das rechnet man mit It6’s Lemma leicht nach.

Es ist dabei

23.4.3 Satz: Wenn die Bedingungen

1. Die Koeffizienten ©O(+, -) und A(+, -) sind lokal Lipschitz
in x gleichméfig in £. Fiir alle 7" und M gibt es eine
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Konstante K (die nur von 7" und M abhéngt) mit: Gilt
x|, |y| < M und 0 < t < T, dann gilt

O(z,t) — O(y, t)| + [A(z, 1) — Ay, t)| < K|z -y

2. Die Koeffizienten O(-,-) und A(-, ) erfiillen die folgen-

den lineare Wachstumsbedingung:

Oz, 1) + [Az, 1)] < K(1 + [z])

3. Xy ist unabhéngig von By, t € [0, 7] und E(X;) < oo
erfiillt sind, dann hat die SDGL
dX; = O(Xy, t)dt + A(Xy, t) dBy
fiir gegebene O(-, ), A(-,-) und X eine eindeutig bestimmte

strake Losung mit stetigen Pfaden

23.4.4 Satz: Die starke Losung einer stochastischen Diffe-
rentialgleichung hat die Markov-Eigenschaft

P<Xt’Fs) = P(Xt‘Xs)

wobel F, die Information bis s erfasst.
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23.5 Satz vo Girsanov
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24 Sprungprozesse

Dieses Kapitel orientiert sich eng an Shreve [33, Abschnitt
11.1 bis 11.3]

24.1 Poisson Prozess

24.1.1 Definition: Es sei A > 0. Es sei 7 eine Zufallsvaria-
ble mit der Dichte

Ae ™M falls ¢ > 0
flx) =

0 sonst

Dann sagt man, dass 7 eine Exponentialverteilung mit

Intensitdt A hat. In diesem Fall schreiben wir 7 ~ Exp(A).

A A1
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24.1.2 Satz: Es sei 7 ~ Exp(\). Dann gilt

P(r <t)=

P(r>t)=e* (1>0)
Ferner ist 7 gedachtnislos:

P(t >t+s|t>s) =P > 1)

24.1.3 Definition: Es sei 71, 79, ... eine Folge von unabhéan-

gigen Zufallsvariablen mit 7; ~ Exp(A). Die Ankunftszeit

fiir n Spriinge (n € N) ist

n
Sn = E Tl .
k=1

Die 7; heiken dann Zwischenankunftszeiten.

Der Poisson-Prozess V; zihlt die Spriinge (Ankiinfte) bis

t

%
0 fallsO0<t< S
1 falls 51 <t < S5,

W falls S, <t < .S,41

Wir bemerken, dass die Pfade von /NV; von rechts-stetig sind.
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Man sagt, dass /V; ein Poisson Prozess mit Intensitit A ist.

24.1.4 Satz: S, ist Gamma verteilt, d.h. S,, hat die Dichte

(As)"1

—As
(n— 1)!)\6 , s >0

gn(s) =

24.1.5 Satz: NV; ist hat eine Poisson Verteilung:

24.1.6 Satz: Es sei N; ein Poisson Prozess mit Intensitét

A > 0. Wir betrachten Zeitpunkte 0 =ty <t < ... <,

Dann sind die Zuwéchse

— N,

n

Ny, — Nigy ooy N

n—1
unabhangig und stationar.
Es gilt fiir £ =0,1, ...

k) _ )\k<t]+1 o t]’)ke—k(t]’_,_l—tj)

P(Ni,,, — Ny, = x
24.1.7 Satz: Es gilt
E(Nt — Ng) = At — s)
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24.1.8 Satz: Es sei IV; ein Poisson Prozess mit Intensitat A.

Dann ist
Mt = Nt - )\t

ein Martingal.

24.2 Zusammengesetzte Poisson-Prozesse

24.2.1 Definition: Es sei N; eine Poisson Prozess mit In-
tensitdt A und Y7, Ys, ... eine Folge unabhéniger identisch ver-

teilter Zufallsvariablen mit Erwartungswert E(Y;) = 8. Dann

heifst
Nt
Q= ZYi t >0
i=1

zusammengesetzter Poisson Prozess.

24.2.2 Satz: Es gilt

EQ: = Ot

und
M; = Q¢ — BAt

ist ein Martingal.
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24.2.3 Satz: Wir betrachten Zeitpunkte 0 =5 < t; < ... <

t,,. Die Zuwichse

Qtl T Qtoa ceey Qtn - Qtn_l

sind unabhingig und stationér. Insbesondere haben

Qtj _ Qt]’,1 und Qtj—tj,1

die gleiche Verteilung.
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